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1. Aritmetický pr̊uměr. Aritmetickým pr̊uměrem n-tice reálných č́ısel a1, . . . an ro-
zumı́me č́ıslo (a1 + · · ·+an)/n. Např́ıklad aritmetickým pr̊uměrem č́ısel 3, 5, −2, 1 je č́ıslo
7/4.

Ukážeme si jednu vlastnost: přidáme-li k č́ısl̊um a1, . . . an jako n + 1-ńı prvek jejich
aritmetický pr̊uměr an+1 = (a1 + · · ·+ an)/n, bude mı́t nový soubor aritmetický pr̊uměr

a1 + · · ·+ an + a1+···+an
n

n + 1

V čitateli lze vytknout součet a1 + · · ·+ an

(a1 + · · ·+ an)(1 + 1
n
)

n + 1

což po úpravě dá
a1 + · · ·+ an

n

a vid́ıme tedy, že přidáńım pr̊uměru k souboru č́ısel se jejich pr̊uměr nezměńı.
Na č́ıselné ose lež́ı aritmetický pr̊uměr (a + b)/2 ve středu úsečky určené body a, b.

Pokud tomu nevěř́ıte, upravte si výraz: poloha a + polovina délky úsečky ab = a + (b−
a)/2.

2. Geometrický pr̊uměr. Geometrickým pr̊uměrem n-tice nezáporných č́ısel a1, . . . an
rozumı́me č́ıslo n

√
a1a2 · · · an. Např́ıklad geometrickým pr̊uměrem č́ısel 3, 5, 2, 1 je č́ıslo

4
√

30.
Ukážeme, že geometrický pr̊uměr má obdobnou vlastnost jako aritmetický pr̊uměr. Máme-
li n-tici nezáporných č́ısel a1, . . . an a jejich geometrický pr̊uměr an+1 = n

√
a1 · · · an, pak

geometrický pr̊uměr této n + 1-tice je

n+1

√
a1 · · · an n

√
a1 · · · an

Po úpravách

(a1 · · · an(a1 · · · an)1/n)1/(n+1) = (a1 · · · an)1/(n+1)(a1 · · · an)1/(n(n+1)) =

(a1 · · · an)1/(n+1)+1/(n(n+1))

Uprav́ıme exponent
1

n + 1
+

1

n(n + 1)
=

n + 1

n(n + 1)
=

1

n

a dosad́ıme zpět do pr̊uměru

(a1 · · · an)1/(n+1)+1/(n(n+1)) = (a1 · · · an)1/n = n
√
a1 · · · an
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Geometrický pr̊uměr lze znázornit na ose s logaritmickou škálou.

Ve středu úsečky určené č́ısly A = 10a, B = 10b je č́ıslo 10(a+b)/2, které je geometrickým
pr̊uměrem č́ısel A, B.

3. Nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem. Pro nezáporná č́ısla
a1, . . . an plat́ı následuj́ıćı nerovnost, přitom rovnost plat́ı jen v př́ıpadě a1 = a2 = · · · = an.

n
√
a1 · · · an ≤

a1 + · · ·+ an
n

(1)

Budeme ji někdy použ́ıvat v ekvivalentńım tvaru

a1 · · · an ≤
(
a1 + · · ·+ an

n

)3

(2)

a dokážeme jej́ı platnost pro n = 2, 4, 8, 7 a naznač́ıme d̊ukaz pro ostatńı hodnoty n.
V daľśım textu budeme nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem zkráceně
nazývat AG nerovnost.

4. Nerovnost pro dvě č́ısla. Jeden ze zp̊usob̊u d̊ukazu je úprava nerovnosti

(
√
a1 −

√
a2)

2 ≥ 0 (3)

do tvaru
a1 − 2

√
a1a2 + a2 ≥ 0

a posléze na
(a1 + a2)/2 ≥

√
a1a2. (4)

Rovnost v (4) plat́ı pouze v př́ıpadě, že je na levé straně nerovnosti (3) nula, tedy v
př́ıpadě a1 = a2. Daľśı zp̊usob d̊ukazu je v [1], lemma 1.3.28, vztah (1.10).

AG nerovnost lze znázornit na grafu logaritmu. Nakreslete graf logaritmu a na kladné
poloose x zvolte dvě r̊uzná č́ısla a, b. Doprostřed mezi ně nakreslete (a+ b)/2, tedy jejich
aritmetický pr̊uměr. Graf logaritmu nám poslouž́ı k nakresleńı geometrického pr̊uměru g.
Plat́ı pro něj log g = log

√
ab = (log a+log b)/2. Použijte tedy graf logaritmu na vyznačeńı

hodnot A = log a, B = log b na ose y. Uprostřed mezi nimi nakreslete (A+B)/2 = log g a
opět použijte graf logaritmu na vyznačeńı hodnoty geometrického pr̊uměru g na ose x. Bod
odpov́ıdaj́ıćı geometrickému pr̊uměru g by vám měl vyj́ıt vlevo od bodu odpov́ıdaj́ıćıho
aritmetickému pr̊uměru (a + b)/2. Souviśı to s t́ım, že na intervalu mezi a a b je graf
logaritmu nad úsečkou spojuj́ıćı krajńı body [a, log a], [b, log b].
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5. AG nerovnost pro čtyři č́ısla. Č́ısla a1, a2, a3, a4 rozděĺıme na dvojice, pro které
v́ıme, že plat́ı

a1a2 ≤
(
a1 + a2

2

)2

(5)

a3a4 ≤
(
a3 + a4

2

)2

(6)

Vynásobeńım nerovnost́ı (5), (6) dostaneme (o násobeńı nerovnost́ı v́ıce v dodatku 1)

a1a2a3a4 ≤
(
a1 + a2

2

)2(
a3 + a4

2

)2

a po drobné úpravě

a1a2a3a4 ≤
(
a1 + a2

2
· a3 + a4

2

)2

(7)

Nyńı naṕı̌seme AG nerovnost pro č́ısla a1+a2
2

, a3+a4
2

a1 + a2
2

· a3 + a4
2

≤
( a1+a2

2
+ a3+a4

2

2

)2

(8)

a po dvou úpravách dostaneme (ve druhé z nich umocňováńı nerovnost, o tom v́ıce v
dodatku 2)

a1 + a2
2

· a3 + a4
2

≤
(
a1 + a2 + a3 + a4

4

)2

(
a1 + a2

2
· a3 + a4

2

)2

≤
(
a1 + a2 + a3 + a4

4

)4

(9)

Nerovnosti (7) a (9) spolu s tranzitivitou (vlastnost (11) z 1.3 v [1]) daj́ı požadovanou
AG nerovnost

a1a2a3a4 ≤
(
a1 + a2 + a3 + a4

4

)4

(10)

Aby platila v (10) rovnost, muśı platit rovnost v (5), (6) a (8). To je možné jen v
př́ıpadě a1 = a2 = a3 = a4.

6. AG nerovnost pro osm č́ısel. Podobně jako v minulém odstavci rozděĺıme osm č́ısel
na dvě čtveřice a pro každou z nich naṕı̌seme AG nerovnost, tyto nerovnosti vynásob́ıme
a provedeme drobnou úpravu

a1a2a3a4a5a6a7a8 ≤
(
a1 + a2 + a3 + a4

4
· a5 + a6 + a7 + a8

4

)4

(11)

Dále naṕı̌seme AG nerovnost pro dvě č́ısla – zlomky na pravé straně (11)

a1 + a2 + a3 + a4
4

· a5 + a6 + a7 + a8
4

≤
( a1+a2+a3+a4

4
+ a5+a6+a7+a8

4

2

)2

(12)
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Výraz v závorce na pravé straně uprav́ıme na a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8
8

, nerovnost (12)
umocńıme na čtvrtou a spolu s nerovnost́ı (11) (a tranzitivnost́ı relace nerovnosti) dosta-
neme

a1a2a3a4a5a6a7a8 ≤
(
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + a8

8

)8

(13)

A to je AG nerovnost pro osm č́ısel.
Aby platila v (13) rovnost, muśı platit v (11) a (12), odkud plyne rovnost č́ısel

a1, . . . , a8.

7. AG nerovnost pro sedm č́ısel. K sedmi č́ısl̊um přidáme osmé, které je rovno jejich
aritmetickému pr̊uměru a8 = (a1 +a2 +a3 +a4 +a5 +a6 +a7)/7. Vı́me, že se t́ım nezměńı
aritmetický pr̊uměr tedy, že plat́ı

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + a8
8

=
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7

7
(14)

Napǐsme AG nerovnost pro našich osm č́ısel a použijme (14)

a1a2a3a4a5a6a7
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7

7
≤
(
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7

7

)8

(15)
V př́ıpadě, že je aritmetický pr̊uměr nenulový, můžeme j́ım nerovnost (15) zkrátit

a1a2a3a4a5a6a7 ≤
(
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7

7

)7

(16)

a dostáváme AG nerovnost pro sedm č́ısel.
V př́ıpadě, že je aritmetický pr̊uměr (a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7)/7 nulový,

jsou nulová všechna č́ısla (připomeňme, že jsou nezáporná), je tedy nulový i geometrický
pr̊uměr a AG nerovnost plat́ı.

8. Úkoly.

1. Odvod’te AG nerovnost pro 16 č́ısel.
Návod: č́ısla rozdělte na dvě skupiny po osmi a postupujte obdobně jako v př́ıpadě
čtyř či osmi č́ısel.

2. Odvod’te AG nerovnost pro šest č́ısel.
Návod: k šesti č́ısl̊um přidejte jejich aritmetický pr̊uměr, napǐste AG nerovnost pro
těchto sedm č́ısel a upravujte.

9. Obecný počet č́ısel. Důkaz provád́ıme matematickou indukćı. Dokážeme nejdř́ıve
nerovnost pro dvě č́ısla (jako výše) a poté provedeme dva indukčńı kroky: z platnosti pro
n č́ısel odvod́ıme platnost pro 2n č́ısel (obdobně jako od dvou ke čtyřem či od čtyř k osmi)
a pro n− 1 č́ısel (obdobně jako od osmi k sedmi).
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10. Dodatek 1 – násobeńı nerovnost́ı. Budeme postupovat obdobně jako v [1],
tvrzeńı 1.3.1, ve kterém je odvozeno sč́ıtáńı nerovnost́ı. Chceme ukázat, že z nerovnost́ı

a < b c < d

pro kladné hodnoty a, c (a tedy i b, d jsou kladná) plyne

ac < bd.

Vynásob́ıme-li nerovnost a < b kladným č́ıslem c, dostaneme ac < bc. Podobně vynásobe-
ńım nerovnosti c < d kladným č́ıslem b dostaneme nerovnost cb < db. Z obdržených
nerovnost́ı ac < bc, cb < db dostaneme požadovanou nerovnost

ac < db.

Výše potřebujeme násobit nerovnosti nejen s kladnými, ale obecněji s nezápornými
č́ısly. Pro ten př́ıpad si stač́ı rozmyslet, co by se stalo, kdyby některé z č́ısel a, b, c, d
bylo nulové. Č́ısla b, d nulová být nemohou (pak by a, př́ıpadně c muselo být záporné) a
v př́ıpadě nulovosti a nebo c nerovnost ac < bd plat́ı, protože má levou stranu nulovou a
pravou kladnou.

11. Úkol. Výše jsme odvodili implikaci

(∀a, b, c, d ∈ (0,+∞))((a < b ∧ c < d)⇒ (ac < bd)).

Odvod’te obdobně implikace

(∀a, b, c, d ∈ (0,+∞))((a ≤ b ∧ c ≤ d)⇒ (ac ≤ bd))

(∀a, b, c, d ∈ (0,+∞))((a ≤ b ∧ c < d)⇒ (ac < bd))

(∀a, b, c, d ∈ [0,+∞))((a ≤ b ∧ c ≤ d)⇒ (ac ≤ bd))

(∀a, b, c, d ∈ [0,+∞))((a ≤ b ∧ c < d)⇒ (ac ≤ bd))

12. Dodatek 2 – umocňováńı nerovnost́ı Máme-li nerovnost s nezápornými stranami

a < b, (17)

pak vynásobeńım této nerovnosti s ńı samou dostaneme nerovnost

a2 < b2, (18)

vynásobeńım nerovnost́ı (17), (18) dostaneme nerovnost

a3 < b3, (19)

vynásobeńım nerovnost́ı (17), (19) dostaneme nerovnost

a4 < b4. (20)

Pro libovolné přirozené č́ıslo t́ımto můžeme odvodit nerovnost

an < bn. (21)

O něco rychleji vede k ćıli použit́ı d̊ukazu matematickou indukćı.
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