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1. Vyč́ıslete prvńıch 10 člen̊u posloupnosti{(
1− 1

n

)n}∞
n=1

Návod pro tento a následuj́ıćı dva př́ıklady: studenti kombinace mate-
matika – informatika necht’ si naṕı̌śı program, studenti, kteř́ı progra-
movat neumı́, necht’ použij́ı tabulkový procesor (např́ıklad excel nebo
calc). Vyč́ıslené členy posloupnost́ı neopisujte, vytiskněte je.

2. Ukažte, že posloupnost {(1− 1
n
)n}∞n=1 je rostoućı

a posloupnost {(1 + 1
n
)n+1}∞n=1 klesaj́ıćı.

Návod: pro prvńı posloupnost použijte nerovnost mezi geometrickým a
aritmetickým pr̊uměrem na součin (1− 1

n
)n ·1. Pro druhou posloupnost

upravte 1/(1− 1
n+1

) na 1 + 1
n

a použijte monotonii (a kladnost) prvńı
posloupnosti, v́ıce viz [1] př́ıklad 3.2.8.

3. Prostudujte obrázek č. 1 v [1] na straně 77. Všimněte si podobných
lichoběžńık̊u – určete koeficient podobnosti. Co lze z obrázku vyč́ıst o
limitě geometrické posloupnosti s kvocientem z intervalu (0, 1)?
Dále dokreslete doleva nahoru trojúhelńık podobný s celým velkým
trojúhelńıkem a použijte ho k určeńı délky strany AB. Co odtud plyne
pro limitu posloupnosti zadané rekutentně následuj́ıćımi vztahy?

a1 = 1, an = an−1 + qn−1

4. Nakreslete analogické obrázky jako v úloze 3 pro kvocient q = 1 a
q > 1.

5. Vyč́ıslete prvńıch 10 člen̊u rekurentně zadané posloupnosti. Zd̊uvodně-
te, že je tato posloupnost rostoućı. Z čeho plyne, že má tato posloupnost
limitu? Ukažte, že je jej́ı limita konečná.

an+1 = an +
1

(n + 1)!
, a0 = 1.

Návod: k ukázáńı konečnosti limity použijte větu 2.3.2 z [1], nerovnosti
n! > 2n−1 a nerovnost 1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + · · ·+ 1/2k < 2.
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6. Uvažujme rekurentně zadanou posloupnost

an+1 =
1

3

(
2an +

8

a2n

)
, a1 = 1.

(a) Ukažte, že prvky posloupnosti {an}∞n=2 jsou větš́ı než 2.
Návod: použijte ag nerovnost na trojici č́ısel an, an a 8/a2n, v́ıce
viz [1], př́ıklad 2.4.15.

(b) Vyjádřete an−an+1 pomoćı an, výraz upravte a ukažte, že nabývá
kladných hodnot a odtud odvod’te, že posloupnost {an}∞n=2 je kle-
saj́ıćı.

(c) Vyč́ıslete prvńıch 10 člen̊u posloupnosti.

7. Ukažte, že pro geometrickou posloupnost s kvocientem q, viz [1], defi-
nice 2.1.14, plat́ı výrok ve cvičeńı 2.1.16: (∀n ∈ N)(an = a1q

n−1).

8. Nalezněte k ∈ Z takové, že

(∀n ∈ N)

(
n > k ⇒ 1

n
< 0.003

)
.

9. Nalezněte k ∈ R, pro které plat́ı

(∀n ∈ R) (n > k ⇒ 0.7n < 0.1) .

10. Vypočtete limity posloupnost́ı. Své výpočty podrobně zd̊uvodňujte –
uved’te, kterou základńı limitu použijete a dále uvádějte, které věty o
limitách posloupnost́ı použ́ıváte.{

n2 − n + 2

2− 3n2

}
,

{
(n2 + 1)4

n9

}
,

{
(n2 + 1)4

n8

}
.

Návod: [2], př́ıklad 3.1.

11. Vypočtete limity posloupnost́ı{
(2n3 + 1)2 − (1− n)6

n6 − 3n4 + 2n + 12

}
,

{
(n2 + 1)4

n7

}
,{

n4 + 2n

n3 − 1
+

2n2 + 3

1− 2n

}
,

{
n4 + 2n

n3 − 1
+

3n2 + 3

2n + 1

}
.

12. Určete pro jaké k ∈ Z jsou následuj́ıćı posloupnosti konvergentńı{
nk

(n3 − 6)4

}
,

{
(n2 + 1)3 − (n3 + 1)2

nk

}
,

{
(n− 2)5 − n5 + 10n4

nk

}
.
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13. Až budeme prob́ırat funkce, zavedeme pojem spojitosti funkce v bodě
a spojitosti funkce na intervalu. Ukážeme, že odmocniny jsou spojité
ve všech bodech svých definičńıch obor̊u s výjimkou sudých odmoc-
nin v bodě nula (kde vad́ı, že funkce neńı definována na žádném okoĺı
bodu nula). Dále ukážeme, že pro konvergentńı posloupnost an → a
a pro funkci f spojitou v bodě a je posloupnost {f(an)} konvergentńı
s limitou f(a).

(a) Použijte výše uvedenou vlastnost odmocnin k výpočtu limity po-
sloupnosti {

3

√
(2n2 + 1)5(3− n)7

8n17

}
(b) Nakreslete graf třet́ı odmocniny a vyznačte na ose x bod a, který

je roven limitě posloupnosti {(2n2 + 1)5(3− n)7/(8n17)} a na ose
y jeho funkčńı hodnotu A = 3

√
a. Dále na ose y vyznačte okoĺı

U(A) bodu A a pak na ose x vyznačte okoĺı U(a) bodu a splňuj́ıćı
f(U(a)) ⊆ U(A). Vysvětlete souvislost tohoto grafu s výpočtem
limity v 13a.

(c) Vypočtěte limity posloupnost́ı{
n +
√
n2 + 1

3n

}
,
{
n +
√
n2 + n

}
,
{
n−
√
n2 + n

}
.

(d) Daľśı př́ıklady najdete v [2], strana 27, př́ıklad 3.1, 3.2 strana 29,
cvičeńı 3.01 – 3.04, 3.06, 3.07, 3.09 – 3.13, strana 30 cvičeńı 3.16,
3.17 s výsledky na straně 35.
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