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Definice limity. Necht a, L € R, f je funkce.
Cislo L nazveme limitou funkce f v bodé a, pokud plati (1).
Zmacime

lim f(x) =L

pripadné
f(z) = Lproz —a
(Ve > 0)(30 > 0)(Va € Us(a) \ {a})(f(x) € Uc(L)) (1)
Pripomenme: Us(a) = (a — 0,a + 0), podobné U.(L) = (L — ¢, L + €).

Poznamky.

1. Mnozinu
Fy(a) := Us(a) \ {a} = (a = 6,a) U (a,a +9) (2)
nazyvame prstencovym okolim bodu a.

2. Nutnou podminkou existence limity funkce f v bodé a je existence
d > 0 takového, ze Ps(a) C D(f). Funkce tedy musi byt definovand na
prstencovém okoli bodu a, aby mohla mit v bodé a limitu.

3. (o limité a hodnotéch na prstencovém okoli)

Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi jen na funkénich hodnotach
v prstencovém okoli bodu a.

Formalné zapsano: pokud existuje ¢ > 0 takové, ze plati

(Vo € Ps(a))(f(2) = g(x)),

pak mé funkce f v bodé a limitu pravé kdyz ma v bodé a limitu funkce
g a plati
lim f(z) = lim g(z)

r—a r—ra



Véta o limité a spojitosti. Funkce f je v bodé a spojita, pravé kdyz
existuje limita funkce f v bodé a a je rovna funkéni hodnoté v bodé a, tj.

lim f(z) = f(a)

r—a

Dikaz je primym dusledkem definic. V definici spojitosti si vS§imneme, ze
vyrok

fla) € (fa) —¢, fla) +¢)

je splnén pro kazdé € > 0, definice tedy nezméni vyznam pii zaméné Vr €
Us(a) za Yz € Ps(a).

Piiklady.

1. Ze spojitosti polynomu a spojitosti podilu spojitych funkeci plyne

, 2+ 1 4+1
].lm = fr
=202 —x—1 4—-2-1

5

2. Pro x € P»(1)! plati
r?—1

r—1

=z+1

a funkce g(x) = x 4+ 1 je spojitd v bodé a = 1. Proto je (prvni rovnost
plyne z poznamky 3, druhd z véty o limité a spojitosti)

2
—1
lim —— = lim(z + 1) = 2

z—=1 1 —1 z—1

Definice jednostrannych limit.2 Necht a, L € R, f je funkce.
Cislo L; nazveme limitou funkce f v bodé a zprava, pokud plati (3).

(Ve > 0)(39 > 0)(Vzx € (a,a+9))(f(x) € U(Ly)) (3)
Znacime
lim, flz) =Ly
piipadné

f(z) = Ly prox — a”

Tedy pro x € (1 —2,1)U (1,1 + 2)
2Cervené je zvyraznéno, kde se lisi definice jednostranné limity od definice limity.



Cislo Ly nazveme limitou funkce f v bodé a zleva, pokud plati (4).

(Ve > 0)(39 > 0)(Vz € (a — 0,a))(f(x) € U.(Ly)) (4)
Znacime
lim f(z) = Ly
pripadné
f(z) — Ly pro x — a~
Poznamky.

1. Definice jednostrannych limit se od definice limity lisi jen v nékolika
malo detailech. Pro rychlejsi orientaci jsme tyto detaily zvyraznili cer-
venou barvou.

2. Nutnou podminkou existence limity funkce f v bodé a zprava je exis-
tence 0 > 0 takového, ze (a,a + d) C D(f). Funkce tedy musi byt
definovana na pravém okoli bodu a, aby mohla mit v bodé a limitu
zprava.

3. Analogicky: Nutnou podminkou existence limity funkce f v bodé a
zleva je existence 6 > 0 takového, ze (a — d,a) C D(f). Funkce tedy
musi byt definovana na levém okoli bodu a, aby mohla mit v bodé a
limitu zleva.

4. (o limité a hodnotéch na okoli)

Hodnota jednostranné limity funkce f v bodé a zavisi jen na funkénich
hodnotéach v ptislusném okoli bodu a.

Forméalné zapsano:

Pokud existuje 6 > 0 takové, ze plati

(Va € (a—0,a))(f(z) = g(x)),

pak ma funkce f v bodé a limitu zleva pravé kdyz ma v bodé a limitu
zleva funkce ¢ a plati

lim f(z)= lim g(z)

Tr—a— Tr—a—
Pokud existuje 0 > 0 takové, ze plati
(Vo € (a,a+9))(f(z) = g(x)),

3



pak ma funkce f v bodé a limitu zprava pravé kdyz ma v bodé a limitu
zprava funkce g a plati

lim f(z)= lim g(z)

z—at z—at
Lemma o limité a jednostrannych limitach. Necht a € R, f je funkce.
Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni

(i) Funkce f ma v bodé a limitu a plati

lim f(z) =L

r—a

(ii) Funkce f ma v bodé a obé jednostranné limity a plati

lim+ f(x)= lim f(z)=1L

Tr—ra T—a—

Dukaz. Dokazeme dvé implikace (i)=(ii), (ii)=-(i).
K dikazu obou implikaci si staci uvédomit (2).
(i)=(ii): Pokud plati

(Ve € P5(a))(f(x) € Ue(L))

pak plati i
(Ve € (a—0,a))(f(x) € U(L))

(Vo € (a,a+9))(f(x) € Ue(L))
(ii)=-(i): Pokud plati
(Ve € (a—0,a))(f(x) € U(L)) A (Vo € (a,a+0))(f(x) € Ue(L))
pak plati

(Ve € P5(a))(f(x) € Ue(L))

Priklad. Funkce f je dand vztahem

20 —1 z €0,
1

1]
f(x):{xQ—{—Q z € (1,2] (5)



Chceme zjistit, zda ma funkce f v bodé a = 1 limitu. Vypocteme jedno-
stranné limity

lim f(r) = lim 2* +2 =3

z—1t z—1t
lim f(z)= lim 2z —1=1
z—1— r—1—

Protoze se jednostranné limity funkce f v bodé a = 1 nerovnaji, nema funkce
f v bodé a limitu.

Definice (typy nespojitosti). Necht a € R, f je funkce. Necht f neni
spojita v bodeé a.

Rekneme, 7e funkce f mé v bodé a odstranitelnou nespojitost, pokud mé
f v bodé a limitu.

Rekneme, ze funkce f mé v bodé a nespojitost typu skoku, pokud mé f
v bodé a obé jednostranné limity, ale nemé v bodé a limitu.

Piiklady.
1. Funkce f zadand v (5) mé& v bodé a = 1 nespojitost typu skoku.

2. Funkce signum (téz zvand znaménkova funkce) dand vztahem

-1 <0
sgn(x) = 0 z=0
1 >0
mé v bodé a = 0 jednostranné limity
lim sgn(z) =1, lim sgn(x)

a ma tedy v bodé a = 1 nespojitost typu skoku.

3. Funkce f(x) = ”3;__11 mé v bodé a = 1 limitu

ZE2—

1
lim f(z) = lim = limr+1=2
z—1

z—1+t T —1 r—1t

a ma tedy v bodé a = 1 odstranitelnou nespojitost.
4. Funkce f(x) = sgn(z?) ma v bodé a = 0 jednostranné limity

. . 2 .
xliga' f(l') N xli{(I)l“' Sgn(x ) N xli{(l)l“' I=1

lim f(r) = lim sgn(2?) = lim 1 =1

z—0~ z—0~ z—0~

Funkce f mé dle lemmatu o limité a jednostrannych limitach v bodé
a = 0 limitu rovnu L = 1. Protoze f(0) = 0 # L, neni f v bodé a
spojita a ma v bodé a odstranitelnou nespojitost.

>



Véta o jednostrannych limitach a spojitosti. Pro jednostranné limity
plati véta analogicka vété o limité a spojitosti:

1. Funkce f je v bodé a spojita zprava, pravé kdyz existuje limita funkce
f v bodé a zprava a je rovna funkéni hodnoté v bodé a, tj.

lim f(z) = f(a)

z—at

2. Funkce f je v bodé a spojita zleva, pravé kdyz existuje limita funkce f
v bodé a zleva a je rovna funkéni hodnoté v bodé a, tj.

lim f(x) = f(a)

r—a

Dtikaz je piimym dusledkem definic.
Spojitost funkce f zprava v bodé a je definovana

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € (a,a+0))(f(x) € (f(a) —¢, f(a) +¢€))

Pokud v této definici vyménime f(a) za hodnotu limity L zprava, dostaneme
definici limity funkce f v bodé a zprava

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € (a,a+0))(f(z) € (L—¢e,L+¢))

Analogicky pro spojitost zleva a limitu zleva.



