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Definice limity. Necht’ a, L ∈ R, f je funkce.
Č́ıslo L nazveme limitou funkce f v bodě a, pokud plat́ı (1).
Znač́ıme

lim
x→a

f(x) = L

př́ıpadně
f(x) → L pro x → a

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Uδ(a) \ {a})(f(x) ∈ Uε(L)) (1)

Připomeňme: Uδ(a) = (a− δ, a+ δ), podobně Uε(L) = (L− ε, L+ ε).

Poznámky.

1. Množinu

Pδ(a) := Uδ(a) \ {a} = (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ) (2)

nazýváme prstencovým okoĺım bodu a.

2. Nutnou podmı́nkou existence limity funkce f v bodě a je existence
δ > 0 takového, že Pδ(a) ⊆ D(f). Funkce tedy muśı být definovaná na
prstencovém okoĺı bodu a, aby mohla mı́t v bodě a limitu.

3. (o limitě a hodnotách na prstencovém okoĺı)

Hodnota limity funkce f v bodě a záviśı jen na funkčńıch hodnotách
v prstencovém okoĺı bodu a.

Formálně zapsáno: pokud existuje δ > 0 takové, že plat́ı

(∀x ∈ Pδ(a))(f(x) = g(x)),

pak má funkce f v bodě a limitu právě když má v bodě a limitu funkce
g a plat́ı

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x)
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Věta o limitě a spojitosti. Funkce f je v bodě a spojitá, právě když
existuje limita funkce f v bodě a a je rovna funkčńı hodnotě v bodě a, tj.

lim
x→a

f(x) = f(a)

Důkaz je př́ımým d̊usledkem definic. V definici spojitosti si všimneme, že
výrok

f(a) ∈ (f(a)− ε, f(a) + ε)

je splněn pro každé ε > 0, definice tedy nezměńı význam při záměně ∀x ∈
Uδ(a) za ∀x ∈ Pδ(a).

Př́ıklady.

1. Ze spojitosti polynomů a spojitosti pod́ılu spojitých funkćı plyne

lim
x→2

x2 + 1

x2 − x− 1
=

4 + 1

4− 2− 1
= 5

2. Pro x ∈ P2(1)
1 plat́ı

x2 − 1

x− 1
= x+ 1

a funkce g(x) = x+ 1 je spojitá v bodě a = 1. Proto je (prvńı rovnost
plyne z poznámky 3, druhá z věty o limitě a spojitosti)

lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= lim

x→1
(x+ 1) = 2

Definice jednostranných limit.2 Necht’ a, L ∈ R, f je funkce.
Č́ıslo L1 nazveme limitou funkce f v bodě a zprava, pokud plat́ı (3).

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a, a+ δ))(f(x) ∈ Uε(L1)) (3)

Znač́ıme
lim
x→a+

f(x) = L1

př́ıpadně
f(x) → L1 pro x → a+

1Tedy pro x ∈ (1− 2, 1) ∪ (1, 1 + 2)
2Červeně je zvýrazněno, kde se lǐśı definice jednostranné limity od definice limity.
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Č́ıslo L2 nazveme limitou funkce f v bodě a zleva, pokud plat́ı (4).

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a− δ, a))(f(x) ∈ Uε(L2)) (4)

Znač́ıme
lim
x→a−

f(x) = L2

př́ıpadně
f(x) → L2 pro x → a−

Poznámky.

1. Definice jednostranných limit se od definice limity lǐśı jen v několika
málo detailech. Pro rychleǰśı orientaci jsme tyto detaily zvýraznili čer-
venou barvou.

2. Nutnou podmı́nkou existence limity funkce f v bodě a zprava je exis-
tence δ > 0 takového, že (a, a + δ) ⊆ D(f). Funkce tedy muśı být
definovaná na pravém okoĺı bodu a, aby mohla mı́t v bodě a limitu
zprava.

3. Analogicky: Nutnou podmı́nkou existence limity funkce f v bodě a

zleva je existence δ > 0 takového, že (a − δ, a) ⊆ D(f). Funkce tedy
muśı být definovaná na levém okoĺı bodu a, aby mohla mı́t v bodě a

limitu zleva.

4. (o limitě a hodnotách na okoĺı)

Hodnota jednostranné limity funkce f v bodě a záviśı jen na funkčńıch
hodnotách v př́ıslušném okoĺı bodu a.

Formálně zapsáno:

Pokud existuje δ > 0 takové, že plat́ı

(∀x ∈ (a− δ, a))(f(x) = g(x)),

pak má funkce f v bodě a limitu zleva právě když má v bodě a limitu
zleva funkce g a plat́ı

lim
x→a−

f(x) = lim
x→a−

g(x)

Pokud existuje δ > 0 takové, že plat́ı

(∀x ∈ (a, a+ δ))(f(x) = g(x)),
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pak má funkce f v bodě a limitu zprava právě když má v bodě a limitu
zprava funkce g a plat́ı

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x)

Lemma o limitě a jednostranných limitách. Necht’ a ∈ R, f je funkce.
Pak jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı

(i) Funkce f má v bodě a limitu a plat́ı

lim
x→a

f(x) = L

(ii) Funkce f má v bodě a obě jednostranné limity a plat́ı

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a−

f(x) = L

Důkaz. Dokážeme dvě implikace (i)⇒(ii), (ii)⇒(i).
K d̊ukazu obou implikaćı si stač́ı uvědomit (2).
(i)⇒(ii): Pokud plat́ı

(∀x ∈ Pδ(a))(f(x) ∈ Uε(L))

pak plat́ı i
(∀x ∈ (a− δ, a))(f(x) ∈ Uε(L))

a
(∀x ∈ (a, a+ δ))(f(x) ∈ Uε(L))

(ii)⇒(i): Pokud plat́ı

(∀x ∈ (a− δ, a))(f(x) ∈ Uε(L)) ∧ (∀x ∈ (a, a+ δ))(f(x) ∈ Uε(L))

pak plat́ı
(∀x ∈ Pδ(a))(f(x) ∈ Uε(L))

Př́ıklad. Funkce f je daná vztahem

f(x) =

{

2x− 1 x ∈ [0, 1]
x2 + 2 x ∈ (1, 2]

(5)
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Chceme zjistit, zda má funkce f v bodě a = 1 limitu. Vypočteme jedno-
stranné limity

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

x2 + 2 = 3

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

2x− 1 = 1

Protože se jednostranné limity funkce f v bodě a = 1 nerovnaj́ı, nemá funkce
f v bodě a limitu.

Definice (typy nespojitost́ı). Necht’ a ∈ R, f je funkce. Necht’ f neńı
spojitá v bodě a.

Řekneme, že funkce f má v bodě a odstranitelnou nespojitost, pokud má
f v bodě a limitu.

Řekneme, že funkce f má v bodě a nespojitost typu skoku, pokud má f

v bodě a obě jednostranné limity, ale nemá v bodě a limitu.

Př́ıklady.

1. Funkce f zadaná v (5) má v bodě a = 1 nespojitost typu skoku.

2. Funkce signum (též zvaná znaménková funkce) daná vztahem

sgn(x) =







−1 x < 0
0 x = 0
1 x > 0

má v bodě a = 0 jednostranné limity

lim
x→0+

sgn(x) = 1, lim
x→0−

sgn(x) = −1

a má tedy v bodě a = 1 nespojitost typu skoku.

3. Funkce f(x) = x2
−1

x−1
má v bodě a = 1 limitu

lim
x→1

f(x) = lim
x→1+

x2 − 1

x− 1
= lim

x→1+
x+ 1 = 2

a má tedy v bodě a = 1 odstranitelnou nespojitost.

4. Funkce f(x) = sgn(x2) má v bodě a = 0 jednostranné limity

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

sgn(x2) = lim
x→0+

1 = 1

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

sgn(x2) = lim
x→0−

1 = 1

Funkce f má dle lemmatu o limitě a jednostranných limitách v bodě
a = 0 limitu rovnu L = 1. Protože f(0) = 0 6= L, neńı f v bodě a

spojitá a má v bodě a odstranitelnou nespojitost.
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Věta o jednostranných limitách a spojitosti. Pro jednostranné limity
plat́ı věta analogická větě o limitě a spojitosti:

1. Funkce f je v bodě a spojitá zprava, právě když existuje limita funkce
f v bodě a zprava a je rovna funkčńı hodnotě v bodě a, tj.

lim
x→a+

f(x) = f(a)

2. Funkce f je v bodě a spojitá zleva, právě když existuje limita funkce f
v bodě a zleva a je rovna funkčńı hodnotě v bodě a, tj.

lim
x→a−

f(x) = f(a)

Důkaz je př́ımým d̊usledkem definic.
Spojitost funkce f zprava v bodě a je definovaná

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a, a+ δ))(f(x) ∈ (f(a)− ε, f(a) + ε))

Pokud v této definici vyměńıme f(a) za hodnotu limity L zprava, dostaneme
definici limity funkce f v bodě a zprava

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (a, a+ δ))(f(x) ∈ (L− ε, L+ ε))

Analogicky pro spojitost zleva a limitu zleva.
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