Posloupnosti realnych ¢isel
15. listopadu 2024

Definice: Posloupnosti redlnych ¢isel nazyvame funkcei, jejimz definiénim
oborem je mnozina prirozenych c¢isel. Funkéni hodnotu znac¢ime indexem
(napf. a,) a nazyvame ji n-tym clenem posloupnosti. Posloupnost znac¢ime

symbolem (nékteti autofi opuzivaji kulaté zavorky (a,)> ;)

{a,}2,, pripadné {an}zo:no

V obecnéjsim piipadé je definicnim oborem posloupnosti podmnozina celych
cisel zacinajici indexem ng € Z.

Priklady.
1. Aritmetickd posloupnost {2n — 3}2°, m4 ¢leny —3,—-1,1,3,5....

2. Geometricka posloupnost {2"}>° , ma ¢leny 1,2,4,8,....

Definice monotonni posloupnosti. Posloupnost {a,};2, nazveme
rostouci posloupnosti,
pokud pro kazdé n € Z, n > ng plati a, < a1,
klesajici posloupnosti,
pokud pro kazdé n € Z, n > ng plati a,, > a,11,
nerostouci posloupnosti,
pokud pro kazdé n € Z, n > ng plati a, > a,y1,
neklesajici posloupnosti,
pokud pro kazdé n € Z, n > nq plati a, < a,y1,
Posloupnost, kterd je bud nerostouci nebo neklesajici, nazveme mono-
tonni posloupnosti.

Priklady.

1. Posloupnost {1/n}°, ma ¢leny 1,1/2,1/3,..., proto tipujeme, ze je
klesajici. K ditkazu je tieba ukdzat!

1
n+1

1
- > pron € N
n

Formdlni dukaz

Pron e N platin <n+ 1,

Nerovnost vydélime kladnym vyrazem n(n + 1),
1

n+l n
coz jsme chtéli dokazat.

dostaneme

1Jiny mozny postup je upravit vyraz a,,; — a, do tvaru, ze kterého je vidét, zda je
kladny /zdporny/nekladny /nezdporny.



Zkusenéjsi studenti mohou dukaz odbyt uvahou, ze prevracené hod-
noty kladnych c¢isel jsou usporaddany opacné nez jsou tato cisla. Na
pozadani, ale tito studenti umi svoje slova vysvétlit (jejich vysvétleni
bude zalozené n astejnych nebo podobnych argumentech jako formalni
dikaz vyse).

2. Posloupnost {n/(n+1)}>°, ma ¢leny 1/2,2/3,3/4, ..., proto tipujeme,
ze je rostouci. Svuj tip dokazeme
n n+1
n+1 < +2’
nerovnost vyndsobime kladnym vyrazem (n + 1)(n + 2),
dostaneme n(n + 2) < (n + 1)

po tpravé n® +2n < n®+2n+1 coz vime, Ze plati. (2)

(1)

Chceme ukazat, ze pro n € N plati

Vsechny pouzité upravy nerovnosti (1) jsou ekvivalentni. Proto z plat-
nosti nerovnosti (2) plyne platnost (1).

3. Posloupnost {sin(n7/2)}>°, ma ¢leny 0,1,0,.... Z prvnich t¥ech ¢lenu
je vidét, ze posloupnost neni ani rostouci, ani klesajici, ani nerostouci.
ani neklesajici. Proto tato posloupnost neni monotonni.

4. Posloupnost {n(n — 1)(n — 2)}°°, ma ¢leny 0,0,0,6,24, ..., odkud
vidime, ze nemuze byt ani rostouci, ani klesajici, ani nerostouci.
Ukazeme, ze posloupnost je od ¢tvrtého clenu rostouci, odkud plyne,
ze je neklesajici.

Chceme ukazat, ze pron € Nyn > 3

plati n(n — 1)(n — 2) < (n+ 1)n(n — 1). (3)
Zacneme nerovnosti n —2 <n+1 ktera plati pron € N (4)
Nerovnost (4) vyndsobime kladnym vyrazem n(n — 1)

a dostaneme nerovnost (3).

Poznamka. Rozmyslete si, ze plati.
1. Je-li posloupnost {a,};,, klesajici, pak je i nerostouci.

2. Je-li posloupnost {a,};2,, rostouci, pak je i neklesajici.

Definice omezené posloupnosti. Posloupnost {a, };2,, nazveme
shora omezenou,

pokud JH € R takové, ze Vn € Z, n > ng plati a,, < H,
zdola omezenou,

pokud 4D € R takové, ze Vn € Z, n > ng plati a, > D,
omezenou,

pokud je shora omezend i zdola omezena.



Cislo H nazyvame

horni zavorou (nebo téz horni hranici) posloupnosti {a, }7,,,

¢islo D nazyvame

dolni zavorou (dolni hranici) posloupnosti {an};2,, .

Rozmyslete si.

1.

Je-li posloupnost rostouci, pak je zdola omezena a jeji prvni clen je jeji
dolni zavorou.

2. Je-li posloupnost klesajici, pak je shora omezena a jeji prvni ¢len je jeji
horni zavorou.

Ptriklady.

1. Posloupnost {1/n}°, je klesajici, proto je a; = 1 jeji horni zavora.

Cislo D = 0 je dolni zavora posloupnosti. Posloupnost je tedy omezen4.

Posloupnost {n/(n + 1)}22, je rostouci, proto je a; = 1/2 jeji dolni
zévora. Cislo H = 1 je horni zavora posloupnosti. Posloupnost je tedy
omezena.

Posloupnost {sin(nmr/2)}°, je omezend, jeji dolni zavorou je D = —1,
horni zavorou je H = 1.

Posloupnost {n(n —1)(n —2)}22, je zdola omezend, jeji dolni zavorou
je D =0.

Uké4zeme, Ze posloupnost nenf shora omezena. K tomu staci ukéazat, ze?
(VH € R)(3In € Ny)(n(n —1)(n — 2) > H) (5)

Upravime n-ty clen posloupnosti a,, vytknutim n z obou zavorek

anzn(n—l)(n—Q):”s(l_%> (l_%>

Pro n > 3 plati

n? > 1 (6)
1 1 3
1—— > 1—-=- 7
n 4 4 ()
P (8)
n 4 2

Vsechny vyrazy v nerovnostech jsou kladné. Proto lze (viz nasledujici
cviceni) nerovnosti nasobit. Vynasobenim nerovnosti (6), (7), (8) do-

staneme nerovnost
1 2 3
f1—==)(1-=)>= 9

2Vice viz nésledujici cvigeni.



Nerovnost (9) vyndsobime n

1 2 an
l1—=)(1-=) > = 10
" ( n n 8 (10)
a tedy (levé strana je rovna a,,)

3
pron >3 plati a, > gn (11)

Zvolme nyni n vyhovujici (vice viz cviceni)

3
n>3 A gn > H (12)
pak z (11), (12) plyne
a, > H.

Dokézali jsme (5) a tedy H neni horni zdvora posloupnosti {n(n — 1)(n —

2)}> ,, a tedy posloupnost neni shora omezena.

Cviceni.

1. Rozmyslete si, ze (5) je formélné zapsany vyrok
Pro kazdé H € R plati, ze H neni horni zévora posloupnosti {n(n —

1)(n = 2)}3%,.
2. Nasobeni nerovnic s kladnymi ¢leny.

Necht jsou a, b, ¢, d kladnd redlnd ¢isla. dokaizte, ze pak plati
Pokud je a > b a zaroven ¢ > d, pak plati ac > bd.

Navod: vynésobte nerovnost a > b kladnym ¢islem ¢ a nerovnost ¢ > d
kladnym ¢islem b. Dostanete

ac>bc AN c¢b>db

odkud dostaneme
ac > db.

3. Nasobeni vice nerovnic s kladnymi ¢leny.

Necht jsou a, b, ¢, d, e, f kladnd redlna ¢éisla. Dokazte, Ze pak plati
(a>b N ec¢>d N e>f)= (ace > bdf).
Navod: pouzijte predchozi cviceni.

4. Dokazte matematickou indukci, Ze je mozné nasobit i vySsi pocet ne-
rovnosti s kladnymi vyrazy na stranach nerovnosti.



5. Ukazte, ze ke kazdému H € R existuje n € N, n > 3 splnujici

3n
8

Névod: Pro H < 0 lze zvolit n = 1. Pro H > 0 upravime (13) na

> H (13)

8H
n>—, 14
. (14
pravou stranu (14) zaokrouhlime na nejblizsi vyssi celé ¢islo a pricteme
jednicku.



