Tayloruv polynom
Tayloruv polynom funkce f v bodé a stupné n je polynom

T(@) = f(@) + fla)r—a) + LD —app + Do ayy
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Zde f', ", f", £V, fV znaéf prvni, druhou az patou derivaci funkce f.
Pomoci sumacniho symbolu zapiseme Tayloruv polynom
poly

+ (x—a)* + (x—a)’+---+

(z —a)"

zde f*)(a) znaéi k-tou derivaci funkce f v bodé a, tedy napiiklad f(V) = f/,

f@ =" pro k=0 je fO totéz co funkce f.

Pokud chceme zduraznit funkci, bod a stupen Taylorova polynomu, piseme

Ty 00 () misto T'(z).

Piiklad. f = 2% —42®> +52,a=2,n =06

Vsimneme si, ze

f"(a)
n!

To(x) =T, 1(z) + (x —a)”

a budeme postupné pocitat polynomy nultého, prvniho, druhého az Sestého
stupneé.

Nulty stupen n = 0: f(2) = 6,
To(x) =6
Prvni stupen: f'(x) = 322 — 8z + 5, f/(2) =1,
Ti(x) =6+ (z — 2)
Druhy stupen: f”(z) = 6z — 8, f"(2) =4, @ =2,
Ty(z) =6+ (v —2) + 2(x — 2)?
Tteti stupen: f”(x) =6, f"(2) =6, @ =1,
T3(z) =6+ (v —2) +2(x — 2)* + (z — 2)°
Ctvrty a dalsf stupné: protoze pro k > 4 je f*) (x) =0, dostavame

To(x) = Ts(x) = Ty(z) = 6 + (x — 2) + 2(z — 2)* + (z — 2)°
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Cviceni. Rozndsobenim zavorek ukazte rovnost f(z) = Ty(z).
Priklad. f=+v/z,a=1,n=5

f(1) =1:
To(ZL‘) =1

Fla) = a2 p(1) = &

f//( ): 1 232 f//( )_ _%’ f”2(1) _ _%:

f///( ): 3,.—5/2 f/”( ) _ %7 f 6(1) — %6:

1
Tg(x):1+—(m—1)——(a:—1)2+1—6(x—1)3
FV(z) = — 15 =7/2 fIV():_%’ ff;;(l):_%:
1 1 1 5
Ti(x)=1+=(z—-1)—~(z -1+ =@ -1 - —(z - 1)*
o) =14 50— 1) = 1z = 1P+ (@ =1 = (2 = 1)

Cviceni. Vypoctéte Ty pro funkci z predchoziho piikladu.

Aproximacni vlastnost Taylorova polynomu.
Hodnotu odmocniny ¢isla blizkého a = 1, naptiklad /1.2 = 1.095445 muzeme
nahradit (aproximovat) hodnotou Taylorova polynomu.
Nésledujici tabulka ilustruje, jak zvysujici stupen polynomu tuto aproxi-

maci zlepsuje

n 01 2 3 4

T,(1.2) | 1| 1.1]1.09 | 1.095 | 1.0955
Aproximaéni vlastnost je také duvod, pro¢ jsme Tayloruv polynom uvadéli
bez roznasobenych zavorek.

Cviceni. Doplnte do tabulky tdaje pro polynom péatého stupneé.



Tayloruv polynom a zobecnéna binomicka véta

Tayloruv polynom pro funkci f(z) = (14 2)* v bodé a = 0 je

o) = 1 80V, 0o =2) 4 alo = oA =9)

Definujme zobecnény binomicky koeficient pro a € R

(Z) :a(a—l)(a—Qk?!...(a—k—i—l)

Pak muzeme zapsat Tayloruv polynom ve tvaru

-0

zde je prava strana podle binomické véty rovna
(1+z)" = Zn: (n) 1k gk
k=0 &

Pozdéji, az probereme soucty nekonec¢né mnoha cisel a posléze i funkci, uve-
deme zobecnénou binomickou vétu

(1+2)* = g; (Z)x’f

a ukazeme, ze pro x € (—1, 1) ma nekonecny soucet smysl a uvedend rovnost
plati.



