Derivace funkce — vylet za Newtonem do 17. stoleti
8. fijna 2024
Definice: Derivaci funkce f v bodé a € R podle Newtona nazveme ¢islo,

které dostaneme z vyrazu w po pokréceni h a dosazenim h = 0.!
Tuto derivaci znacime f’(a).

Oznac¢ime-li z = a + h, dostaneme odtud h =z —a a

flath) = fla) _ flx) = f(a)

h r—a

Na grafu funkce f je citatel f(a+h)— f(a) = f(z) — f(a) roven piirustku
funkce a jmenovatel h = x — a prirustku proménné z.

/()

f(x) = fla+h) |

fa) |

Poznamka ke znaceni: prirustek A proménné x také nékdy budeme
znacit Ax a pokud budeme chtit zduraznit, Ze je tento piirustek ,nekonecné
maly“, tak ho ozna¢ime dz. Oboji toto znaceni (tedy Az, dz) se bézné
pouziva ve fyzice. V matematice je castéjsi h, x — a.

Nekonecné maly prirustek funkce pak znac¢ime df, nebo také dy. Derivaci
pak piseme jako podil nekoneéné malych prirustku

df dy
/ = —_— = —
fz) de dz
Podil malych ptirustki, ale nikoliv nekoneéné malych, je pak ptibliznou hod-
notu derivace

. Af Ay

Axr  Ax

WV z4véru dosazujeme h = 0, coz je v rozporu s tim, Ze na zacitku délime h. Za
Newtonovych dob bylo takové h povazované za nekoneé¢né malé, ale nenulové ¢islo.

f'(x)




flat+h)—f(a)

- nebo

Od pocatku 19. stoleti se derivace definuje f'(a) = limy,_o
f'(a) = lim,_,, 1221

Definice: Piimku o rovnici y = f(a) + f'(a)(x — a) nazyvame tecnou ke
grafu funkce f v bodé a.

Ulohy:

1. Spocitejte nasledujici derivace ptimo z definice, napiste rovnici piislusné
tecny, nakreslete graf funkce i s tecnou.

(a) fz) =22 f'(3) =7
(b) f(x) =22° =5z +1, f'(2) =
(c) f(x) =42®+6, f'(-2) =7
(d) f(l’)Z f() =7
(e) f(z)=2x-5, f'(4) =

2. Odvod'te vzorce

(a) Pro f(z) =z je f'(a) =1

(b) Pro f(z) = 2% je f'(a) = 2a

(c) Pro f(z) = 2® je f'(a) = 3a®

( (x) =k (f je konstantni funkce) je f'(a) =0

)

)

)

d) Pro f(z
(e) Pro f(z) =azx+bje f'(z) =a

(f) Pro funkce g, h a funkci f(z) = g(z)+h(x) je f'(a) = ¢'(a)+ N (a)
(g) Pro funkei f, konstantu ¢ a funkci g(x) = cf(x) je ¢'(a) = cf'(a)

3. Pouzijte vzorce z ulohy 2 k feSeni ulohy 1.

4. Spocitejte nasledujici derivace piimo z definice, napiste rovnici ptislusné
tecny, nakreslete graf funkce i s tecnou.

(a) f(x) =+, f'(1) =7
(b) f(z) =2z +5, f'(2) =7
(€ flx)=v5—u f(1)=
5. Odvod'te vzorec pro derivaci soucinu (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
Navod: Rozdil f(z)g(z) — f(a)g(a) odvod'te pomoci obsahu obdélniku,
jednoho o stranach f(a), g(a) a druhého o strandch f(z) = f(a + h),

g(x) = g(a + h). Rozdil obsaht téchto dvou obdélniku urcete graficky
a zkontrolujte vypoctem.



Definice: Derivaci funkce f nazyvame funkci f’, kterd ¢islu a priradi
hodnotu f’(a) (tedy derivaci f v bodé a).

Ijlohy:
! n—1

6. Vzorec pro derivaci souc¢inu pouzijte k odvozeni vzorce (z™) = nx
pro n € N. K dukazu pouzijte matematickou indukei.

7. Odvod'te vzorec? (y/x) = 1/(2v/x)

(a) Pouzijte definici derivace.

(b) Vypocet lze zndzornit na ¢tverci o strané y = /x a obsahu .
Veétsi ctverec ma stranu y + Ay a obsah x 4+ Az. Odtud odvodime

Zanedbénim ¢lenu druhého fddu (Ay)? dostaneme Ax = 2yAy a
odtud Ay/Az = 1/(2y).

Pro nekonecéné malé piirustky plati rovnosti dz = 2ydy, dy/dx =
1/(2y).

8. Pouzijte vzorec z ulohy 7 k feseni tlohy 4a.

9. Odvod'te vzorec pifmo z definice derivace

1 1
r) a2

2Vgimnéte si formaln{ shody se vzorcem (™) = na"~! pron = 1/2.
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10. Odvodime vzorec pro derivaci slozené funkce

(f(9(x))) (a) = f'(g(a))g'(a)

K ilustraci odvozeni pouzijeme tlohu o tlaku zavazi pusobiciho silou
na desku ¢tvercového tvaru o strané a. Zajima nas, jak se zméni tlak,
zménime-li strany ¢tverce na a + da.

Slozenou funkci p = f(g(a)) rozlozime na vnéjsi funkci p = f(9) a
vnitini funkei S = g(a). Derivaci vnéjsi a vnitini funkce napiseme po-
moci podilu nekonecéné malych piirtstka

dp _ds

& =9 9d@=1

Derivaci slozené funkce napiseme podobné

(Flgla))) = £

Ze vztahu (pokraceni nekoneéné malych piirustku)

dpds _dp
dSda  da

odvodime pravidlo pro derivaci slozené funkce
(f(g(a)) = f'(5)d'(a)

11. Pouzijte vzorce z uloh 7, 10 k feSeni tloh 4.

12. Ozna¢éme funkci inverzni k funkci y = f(z) symbolem x = ¢g(y). Od-
vodime vzorec pro derivaci inverzni funkce ¢'(y)

y = f(z)
y—+ Ay +




13.

14.

15.

16.

17.

18a

Derivace funkce f je rovna podilu prirustku

: dy
fx) =+
dx
V inverzni funkci g si proménné x, y vymeéni role. Proto je derivace
inverzni funkce rovna

, dx
g (y) = d_y

Odtud dostaneme ]

9'(y) = e

Dosazenim z = g(y) dostaneme pravidlo pro derivaci inverzni funkce ¢
1
/
9W) =
f'(g(y))

Vzorce pro derivaci inverzni funkce pouzijte k odvozeni vzorce pro n €

N, n>2
(%)/ _ l$—1+1/n

n

Pouzijte vzorec pro derivaci soucinu, slozené funkce a prevracené hod-
noty k odvozeni vzorce pro derivaci podilu®

<j>' _fl9-1d
g 9?
Odvod'te vzorec pro n € N

—n\/ —n—
(l‘ n):_nxnl

Odvod'te vzorce

/
(\n/ x’VTL)/ = Ex_l'i'm/n? < 1 ) — _Tx—l—m/n

n

Ukazte, ze pro raciondlni ¢islo ¢ plati
(29) = qa?™

Pravouhly trojihelnik mé odvésny velikosti |BC| = a, |AC| = b. Ve
vzdalenosti z od vrcholu B vedeme kolmici na odvésnu BC'. Tato kol-
mice rozdéli AABC na mensi trojihelnik a lichobéznik.

Vyjadrete obsah lichobézniku i mensiho pravouhlého trojihelniku jako
funkci proménné z.

Vypoctéte derivace téchto funkei dvéma zpusoby: s pouzitim vzorcu a
geometrickou tvahou.

3Podil f/g preved'te na soucin fg~!.
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18b

18c

Kuzel ma polomér podstavy r a vysku v. Ve vzdélenosti x od vrcholu
kuzele vedeme rovinu kolmou k ose kuzele. Tato rovina rozdéli kuzel na
dvé casti: mensi kuzel a komoly kuzel.

Vyjéadrete objem obou téles (mensiho kuzele a komolého kuzele) jako

funkci proménné .

Tyto funkce zderivujte podle x dvéma zpusoby: s pouzitim vzorcu a
geometrickou tvahou.

V kapitole 2.2 uc¢ebniho textu jsme odvodili funkeci popisujici zavislost
objemu tekutiny na vysce hladiny

V(h) = m(225h + 212 + Lh?) h € [0,10]
~ | 7(900h — 5916.3) h € (10, 35]

Vypoctéte derivaci V'(h), ukazte, ze se rovna obsahu hladiny S(h) ve
vysce h a vysvétlete, Ze to neni nahoda. Derivaci V' pocitejte s pouzitim
vzorcu.

18d-f Totéz pro dalsi tii nadoby z kapitoly 2.2.

Zavérem: Odvodili jsme vzorce

1.

2.

derivace mocniny s racionalnim exponentem (x4)" = gz?~!

derivace souctu je soucet derivaci (f +g) = f'+ ¢

. derivace nasobku je nésobek derivace (cf) = cf’
. derivace souc¢inu (fg) = f'g+ fq'

. derivace podilu (f/g9) = (f'g — fq')/g*

!/

. derivace slozené funkece (f(g(x)) = f'(g9(x))g' (x)
. derivace inverznf funkce (f~1)(z) = 1/f'(f*(z))



