
Derivace funkce – výlet za Newtonem do 17. stolet́ı

8. ř́ıjna 2024

Definice: Derivaćı funkce f v bodě a ∈ R podle Newtona nazveme č́ıslo,
které dostaneme z výrazu f(a+h)−f(a)

h
po pokráceńı h a dosazeńım h = 0.1

Tuto derivaci znač́ıme f ′(a).

Označ́ıme-li x = a+ h, dostaneme odtud h = x− a a

f(a+ h)− f(a)

h
=

f(x)− f(a)

x− a

Na grafu funkce f je čitatel f(a+h)−f(a) = f(x)−f(a) roven př́ır̊ustku
funkce a jmenovatel h = x− a př́ır̊ustku proměnné x.

a x = a+ h

f(x) = f(a+ h)

f(a)

h = x− a

f(x)− f(a)

x

f(x)

Poznámka ke značeńı: př́ır̊ustek h proměnné x také někdy budeme
značit ∆x a pokud budeme cht́ıt zd̊uraznit, že je tento př́ır̊ustek

”
nekonečně

malý“, tak ho označ́ıme dx. Oboj́ı toto značeńı (tedy ∆x, dx) se běžně
použ́ıvá ve fyzice. V matematice je častěǰśı h, x− a.
Nekonečně malý př́ır̊ustek funkce pak znač́ıme df , nebo také dy. Derivaci
pak ṕı̌seme jako pod́ıl nekonečně malých př́ır̊ustk̊u

f ′(x) =
df

dx
=

dy

dx

Pod́ıl malých př́ır̊ustk̊u, ale nikoliv nekonečně malých, je pak přibližnou hod-
notu derivace

f ′(x)
.
=

∆f

∆x
=

∆y

∆x

1V závěru dosazujeme h = 0, což je v rozporu s t́ım, že na začátku děĺıme h. Za
Newtonových dob bylo takové h považované za nekonečně malé, ale nenulové č́ıslo.
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Od počátku 19. stolet́ı se derivace definuje f ′(a) = limh→0
f(a+h)−f(a)

h
nebo

f ′(a) = limx→a
f(x)−f(a)

x−a

Definice: Př́ımku o rovnici y = f(a) + f ′(a)(x− a) nazýváme tečnou ke

grafu funkce f v bodě a.

Úlohy:

1. Spoč́ıtejte následuj́ıćı derivace př́ımo z definice, napǐste rovnici př́ıslušné
tečny, nakreslete graf funkce i s tečnou.

(a) f(x) = x2, f ′(3) =?

(b) f(x) = 2x2 − 5x+ 1, f ′(2) =?

(c) f(x) = 4x2 + 6, f ′(−2) =?

(d) f(x) = x3, f ′(1) =?

(e) f(x) = 2x− 5, f ′(4) =?

2. Odvod’te vzorce

(a) Pro f(x) = x je f ′(a) = 1

(b) Pro f(x) = x2 je f ′(a) = 2a

(c) Pro f(x) = x3 je f ′(a) = 3a2

(d) Pro f(x) = k (f je konstantńı funkce) je f ′(a) = 0

(e) Pro f(x) = ax+ b je f ′(x) = a

(f) Pro funkce g, h a funkci f(x) = g(x)+h(x) je f ′(a) = g′(a)+h′(a)

(g) Pro funkci f , konstantu c a funkci g(x) = cf(x) je g′(a) = cf ′(a)

3. Použijte vzorce z úlohy 2 k řešeńı úlohy 1.

4. Spoč́ıtejte následuj́ıćı derivace př́ımo z definice, napǐste rovnici př́ıslušné
tečny, nakreslete graf funkce i s tečnou.

(a) f(x) =
√
x, f ′(1) =?

(b) f(x) =
√
2x+ 5, f ′(2) =?

(c) f(x) =
√
5− x, f ′(1) =?

5. Odvod’te vzorec pro derivaci součinu (fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).
Návod: Rozd́ıl f(x)g(x)−f(a)g(a) odvod’te pomoćı obsah̊u obdélńık̊u,
jednoho o stranách f(a), g(a) a druhého o stranách f(x) = f(a + h),
g(x) = g(a + h). Rozd́ıl obsah̊u těchto dvou obdélńık̊u určete graficky
a zkontrolujte výpočtem.
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f(a)

f(x)
f(x)− f(a)

g(a)
g(x)

g(x)− g(a)

f(x)g(x)− f(a)g(a) = (f(x)− f(a))g(a)+

(f(x)− f(a))(g(x)− g(a)) + f(a)(g(x)− g(a))

Definice: Derivaćı funkce f nazýváme funkci f ′, která č́ıslu a přǐrad́ı
hodnotu f ′(a) (tedy derivaci f v bodě a).

Úlohy:

6. Vzorec pro derivaci součinu použijte k odvozeńı vzorce (xn)′ = nxn−1

pro n ∈ N. K d̊ukazu použijte matematickou indukci.

7. Odvod’te vzorec2 (
√
x)′ = 1/(2

√
x)

(a) Použijte definici derivace.

(b) Výpočet lze znázornit na čtverci o straně y =
√
x a obsahu x.

Větš́ı čtverec má stranu y+∆y a obsah x+∆x. Odtud odvod́ıme
∆x = 2y∆y + (∆y)2.

y
∆y

y

∆y

Zanedbáńım členu druhého řádu (∆y)2 dostaneme ∆x
.
= 2y∆y a

odtud ∆y/∆x
.
= 1/(2y).

Pro nekonečně malé př́ır̊ustky plat́ı rovnosti dx = 2ydy, dy/dx =
1/(2y).

8. Použijte vzorec z úlohy 7 k řešeńı úlohy 4a.

9. Odvod’te vzorec př́ımo z definice derivace
(

1

x

)

′

= − 1

x2

2Všimněte si formálńı shody se vzorcem (xn)′ = nxn−1 pro n = 1/2.
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10. Odvod́ıme vzorec pro derivaci složené funkce

(f(g(x)))′ (a) = f ′(g(a))g′(a)

K ilustraci odvozeńı použijeme úlohu o tlaku závaž́ı p̊usob́ıćıho silou
na desku čtvercového tvaru o straně a. Zaj́ımá nás, jak se změńı tlak,
změńıme-li strany čtverce na a+ da.

Složenou funkci p = f(g(a)) rozlož́ıme na vněǰśı funkci p = f(S) a
vnitřńı funkci S = g(a). Derivaci vněǰśı a vnitřńı funkce naṕı̌seme po-
moćı pod́ıl̊u nekonečně malých př́ır̊ustk̊u

f ′(S) =
dp

dS
, g′(a) =

dS

da

Derivaci složené funkce naṕı̌seme podobně

(f(g(a)))′ =
dp

da

Ze vztahu (pokráceńı nekonečně malých př́ır̊ustk̊u)

dp

dS

dS

da
=

dp

da

odvod́ıme pravidlo pro derivaci složené funkce

(f(g(a)))′ = f ′(S)g′(a)

11. Použijte vzorce z úloh 7, 10 k řešeńı úloh 4.

12. Označme funkci inverzńı k funkci y = f(x) symbolem x = g(y). Od-
vod́ıme vzorec pro derivaci inverzńı funkce g′(y)

x x+∆x

y +∆y

y

∆x

∆y

x

y = f(x)
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Derivace funkce f je rovna pod́ılu př́ır̊ustk̊u

f ′(x) =
dy

dx

V inverzńı funkci g si proměnné x, y vyměńı role. Proto je derivace
inverzńı funkce rovna

g′(y) =
dx

dy

Odtud dostaneme

g′(y) =
1

f ′(x)

Dosazeńım x = g(y) dostaneme pravidlo pro derivaci inverzńı funkce g

g′(y) =
1

f ′(g(y))

13. Vzorce pro derivaci inverzńı funkce použijte k odvozeńı vzorce pro n ∈
N, n ≥ 2

(

n

√
x
)

′

=
1

n
x−1+1/n

14. Použijte vzorec pro derivaci součinu, složené funkce a převrácené hod-
noty k odvozeńı vzorce pro derivaci pod́ılu3

(

f

g

)

′

=
f ′g − fg′

g2

15. Odvod’te vzorec pro n ∈ N

(

x−n
)

′

= −nx−n−1

16. Odvod’te vzorce

(

n

√
xm

)

′

=
m

n
x−1+m/n,

(

1
n

√
xm

)

′

= −m

n
x−1−m/n

17. Ukažte, že pro racionálńı č́ıslo q plat́ı

(xq)′ = qxq−1

18a Pravoúhlý trojúhelńık má odvěsny velikosti |BC| = a, |AC| = b. Ve
vzdálenosti x od vrcholu B vedeme kolmici na odvěsnu BC. Tato kol-
mice rozděĺı ∆ABC na menš́ı trojúhelńık a lichoběžńık.

Vyjádřete obsah lichoběžńıku i menš́ıho pravoúhlého trojúhelńıku jako
funkci proměnné x.

Vypočtěte derivace těchto funkćı dvěma zp̊usoby: s použit́ım vzorc̊u a
geometrickou úvahou.

3Pod́ıl f/g převed’te na součin fg−1.
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18b Kužel má poloměr podstavy r a výšku v. Ve vzdálenosti x od vrcholu
kužele vedeme rovinu kolmou k ose kužele. Tato rovina rozděĺı kužel na
dvě části: menš́ı kužel a komolý kužel.

Vyjádřete objem obou těles (menš́ıho kužele a komolého kužele) jako
funkci proměnné x.

Tyto funkce zderivujte podle x dvěma zp̊usoby: s použit́ım vzorc̊u a
geometrickou úvahou.

18c V kapitole 2.2 učebńıho textu jsme odvodili funkci popisuj́ıćı závislost
objemu tekutiny na výšce hladiny

V (h) =

{

π(225h+ 15
2
h2 + 1

12
h3) h ∈ [0, 10]

π(900h− 5916.3) h ∈ (10, 35]

Vypočtěte derivaci V ′(h), ukažte, že se rovná obsahu hladiny S(h) ve
výšce h a vysvětlete, že to neńı náhoda. Derivaci V ′ poč́ıtejte s použit́ım
vzorc̊u.

18d–f Totéž pro daľśı tři nádoby z kapitoly 2.2.

Závěrem: Odvodili jsme vzorce

1. derivace mocniny s racionálńım exponentem (xq)′ = qxq−1

2. derivace součtu je součet derivaćı (f + g)′ = f ′ + g′

3. derivace násobku je násobek derivace (cf)′ = cf ′

4. derivace součinu (fg)′ = f ′g + fg′

5. derivace pod́ılu (f/g)′ = (f ′g − fg′)/g2

6. derivace složené funkce (f(g(x))′ = f ′(g(x))g′(x)

7. derivace inverzńı funkce (f−1)′(x) = 1/f ′(f−1(x))
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