Derivace funkce — vylet za Newtonem do 17. stolet{
8. Fijna 2024
Definice: Derivact funkee f v bodé a € R podle Newtona nazveme &islo,

které dos z vyrazu ”“"}"""’ po pokriceni h a dosazenim h = 0.!
Tuto derivaci znacime f'(a).

Oznaéime-li z = a + h, dostaneme odtud h =z —aa

fla+h) - fla) _ f(z) - fla)
h

r—ua

Na grafu funkce f je Gitatel f(a+h) - f(a) = f(z) - f(a) roven piiristku
funkee & jmenovatel b = z — a piinistkn proménné r.
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Pozndmka ke znaéeni: piristek A proménné z také nékdy budeme
znadit Azr a pokud budeme chtit zdiraznit, Ze je tento piirustek ,nekoneéné
maly®, tak ho vznuéime dr. Oboji toto znaeni (tedy Az, dz) se bézné
pouziva ve fyzice. V matematice je ¢ast&jsi h, z — a.

Nekoneéné maly peiristek funkce pak znagime df. nebo také dy. Derivaci
pak piSeme jako podil nekoneéné malych priristku
oy -4 _dy
@) = dz ~ dz
Podil malych ptirtstku, ale nikoliv nekoneéné malych, je pak pribliznou hod-
notu derivace
Af _ Ay

o) =3r= 3

'V zivéru dosazujeme h = 0, coz je v rozporu s tim, Ze na zaditku délime h. Za
Newtonovych dub bylo tukové A povaZované zs nekunedné malé, ale nenulové gislo,
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(=) - g(a) |

f(z)

f(z) - f(a)

f(z)9(z) - f(a)g(a) = (f(z) - f(a))g(a)+
(F(x) = f(a))(g(=) — g(a)) + f(a)(g(z) - 9(a))

Definice: Derivaci funkce f nazyvime funkci f’, kterd &islu a pfifadi
hoduotu f/(«) (tedy derivaci f v bodeé a).

Ulohy:
Vzorec pro derivaci souéinu pouZijte k odvozen{ vzorce (z") = nz"~!
pro n € N. K dikazu pouzijte matematickou indukei.

7. Odvod'te vzorec® (z)' = 1/(2y/x)

(a) Pouzijte definici derivace.

(b) Vy¥poget lze zndzornit na étverci o strané y = /Z a obsahu z.
Veétsf étverec ma strann y + Ay a obsah 7 + Az, Odtud odvodime
Az = 2yAy + (Ay)*.
Ay _

= .

Zanedbinim élenu druhého fadu (Ay)? dostaneme Az = 2yAy a
odtud Ay/Ar = 1/(2y).
Pro nckoneéné malé priristky plati rovnosti dr = 2ydy, dy/dz =
1/(2y)-

8. Pouzijte vzorec z tlohy 7 k fesenf tlohy da.

dvod'te vzorec piimo z definice derivace
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2Vsimnéte si formalnf shody se vzorcem (")’ = nz"~! pron = 1/2.
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Od poéitku 19. stoleti se derivace definuje f'(a) = limj_o L(#M nebo
£(a) = lim,,, &=L

T-a

Definice: Piimku o rovnici y = f(a) + f'(a)(z — a) nazyvime teénou ke
grafu funkce f v bodé a.

l.'Jlohy:

1. Spotitejte ndsledujici derivace pfimo z definice, napiste rovnici piislusné

te¢ny, nakreslete graf funkce i s te¢nou.
a) f(z) =2% f'(3)=?
Nf(r) =222 —5r + 1, f'(2) =?

) f(z) =42 +6, ['(=2) =?

d) f(z) =2 f(1) =?
@(t) =2z -5, f'(4) =?
2. Odvod'te vzorce
@Pro flr)y=zje flla) =1
(b) Pro f(z) =1z je f'(a) =2a
Pro f(z) = z* je f'(a) = 3a®
Pro f(z) =k (f je konstantni funkee) je f'(a) =0
Pro f(z) =azx +bjc f'(z) =a
Pro funkee g, h a funkei f(z) = g(z) +h(z) je f'(a) = ¢'(a) +I'(a)
) Pro funkei f. konstantu c a funkci g(z) = cf(z) je ¢'(a) = cf'(a)

Pouzijte vzorce z dlohy 2 k feseni ulohy 1.

1. Spo¢itejte nisledujici derivace pfimo z definice, napiste rovnici peislusné
teény, nakreslete graf funkee i s teénou.

(2) f(z) = vz f(1) =?

(b) f(z) = V2z =5, f1(2) =7
(1) = vi=z. 1 =
Odvod'te vzorec pro derivaci souéinu (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
Nivod: Rozdil f(r)g(z) — f(a)g(a) odvod'te pomoci obsahii obdélniki,
jednoho o strandch f(a), g(a) a druhého o strandich f(z) = f(a + h),

g(z) = g(a + h). Rozdil obsahu téchto dvou obdélniku uréete graficky
a zkontrolujtc vypoétem.

Odvcdfme vzorec pro derivaci slozené funkce
(f(g())) (a) = ['(9(a))g'(a)

K ilustraci odvozeni pouzijeme tlohu o tlaku zdvazi pisobiciho silou
na desku étvercového tvaru o strané a. Zajima nds, jak se zméni tlak,
zménime-li strany étverce nu a + da.

Slozenou funkci p = f(g(a)) rozlozime na vngjsi funkei p = f(S) a
vnitini funkei § = g(a). Derivaci vnéjsi a vnitini funkce napiseme po-
moci podili nekoneéné malych pirustku

, 4 . ds
IO =35 d@=g

Derivaci slozené funkce napiseme podobné

,_dp
o) = 3
Ze vztahu (pokrdceni nekoneéné malych prirastki)
dpdS _dy
dSde  da
odvodime pravidlo pro derivaci slozené funkce
(f(g(a))) = '(S)g'(a)
Pouzijte vzorce z tloh 7, 10 k feseni tiloh 4.

Ozna¢me funkei inverzni k funkci y = f(z) symbolem z = g(y). Od-
vodime vzoree pro derivaci inverzni funkee g'(y)

v=f(z)
y+ Ay - s




Derivace funkce f je rovna podilu piirastka
dy
af = —
Iz =g

V inverzni funkci g si proménné z. y vyméni role. Proto je derivace
inverzni funkce rovna

g = p
Odtud dostaneme 1
'
7)==
f'(x)
Dosazenim z = g(y) dostaneme pravidlo pro derivaci inverzni funkce g
1

gy = ‘m

Vzorce pro derivaci inverzni funkce pouzijte k odvozeni vzorce pro n €
Nn>2 i
W7) = —p-l+l/n
T) = -z
(Va) =~
Pouzijte vzorec pro derivaci souéinu. slozené funkce a pfevricené hod-
noty k odvozeni vzorce pro derivaci podilu®
'
([) _fo-fd
9 9
Odvod'te vzorec pro n € N
(I—n)' = —pg~"-!

Odvod'te vzorce

( ",—J:”‘)I -t/
n

Ukazte, Ze pro raciondlni ¢islo q plati

L

(z9) = qz*"

Pravotihly trojihelnik md odvésny velikosti |[BC| = a, |AC| = b. Ve
vzdilenosti z od vrcholu B vedeme kolmici na odvésnu BC. Tato kol-
mice rozdéli AABC na mensf trojihelnik a lichobéznik.

@0 660 o ®

Vyjidiete obsah lichobézniku i mensiho pravoihlého trojihelniku jako
funkci proménné .

Vypoététe derivace téchto funkei dvéma zpisoby: s pouzitim vzorci a
geometrickou tdvahou.

‘Podil f/g picved'te na souéin fg~'.
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Kuzel md polomér podstavy r a vysku v. Ve vzdilenosti = od vrcholu
kuzcle vedeme rovinu kolmou k osc kuzele. Tato rovina rozdéli kuzel na
dvé &dsti: mensi kuzel a komoly kuzel.

Vyjddicte objem obou téles (mensiho kuzcle a komolého kuzele) jako
funkei proménné z.

Tyto funkee zderivujte podle 7 dvéma zpiisoby: s pouzitim vzorei a
geometrickou tivahou.

V kapitole 2.2 uéebniho textu jsme odvodili funkei popisujici zdvislost
objemu tekutiny na vysce hladiny

V() = w(225h + 2h* + 1Y) R e (0,10]

(900 — 5916.3) h € (10.33)
Vypoététe derivaci V/(h), ukaite, Ze se rovnd obsahu hladiny S(h) ve
vyice h a vysvétlete, Ze to neni ndhoda. Derivaci V' poditejte s pouzitim
vzoreit.

Totéz pro dalsi tfi nddoby z kapitoly

Zavérem: Odvodili jsme vzorce

[ S

. derivace mocniny s raciondlnim exponentem (r?)" = qz?~!
. derivace souétu je souéet derivaci (f +4¢)' = f'+4¢

. derivace ndsobku je ndsobek derivace (cf)' = cf’

. derivace sou¢inu (fg)' = f'g + f¢'

. derivace podilu (f/g)' = (f'9 — f4')/9*

. derivace slozené funkee (f(g(z))' = f'(9(x))g'(x)

. derivace inverzni funkee (f~')'(z) = 1/f(f~"(z))



