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Definice derivace. Necht’ a ∈ R, f je funkce. Derivaćı funkce f v bodě a

budeme nazývat limitu

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
(1)

Derivaćı funkce f v bodě a zprava budeme nazývat limitu

f ′

+(a) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
(2)

Derivaćı funkce f v bodě a zprava budeme nazývat limitu

f ′

−
(a) = lim

x→a−

f(x)− f(a)

x− a
(3)

Poznámky.

1. Substitućı t = x− a (odtud odvod́ıme x = a+ t) v limitách (1) až (3)
dostaneme

f ′(a) = lim
t→0

f(a+ t)− f(a)

t

f ′

+(a) = lim
t→0+

f(a+ t)− f(a)

t

f ′

−
(a) = lim

t→0−

f(a+ t)− f(a)

t

2. Nutnou podmı́nkou existence derivace funkce f v bodě a je existence
δ > 0 takového, že Uδ(a) ⊆ D(f). Funkce tedy muśı být definovaná na
okoĺı bodu a, aby mohla mı́t v bodě a derivaci.

3. Nutnou podmı́nkou existence derivace funkce f v bodě a zprava je
existence δ > 0 takového, že [a, a + δ) ⊆ D(f). Funkce tedy muśı být
definovaná na pravém okoĺı bodu a a v bodě a, aby mohla mı́t v bodě
a derivaci zprava.
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4. Nutnou podmı́nkou existence derivace funkce f v bodě a zleva je exis-
tence δ > 0 takového, že (a − δ, a] ⊆ D(f). Funkce tedy muśı být
definovaná na levém okoĺı bodu a a v bodě a, aby mohla mı́t v bodě a

derivaci zleva.

5. Zároveň hodnota derivace záviśı jen na funkčńıch hodnonách v těchto
okoĺıch:

Pokud je f(x) = g(x) pro x ∈ Uδ(a), pak je f ′(a) = g′(a).

Pokud je f(x) = g(x) pro x ∈ [a, a+ δ), pak je f ′

+(a) = g′+(a).

Pokud je f(x) = g(x) pro x ∈ (a− δ, a], pak je f ′

−
(a) = g′

−
(a).

Př́ıklad. Funkce f je dána vztahem

f(x) = |x2 − 1|

Budeme poč́ıtat derivace (i jednostranné) funkce f v bodě a = 1.
Pro x ∈ (1, 1 + δ) (pravé okoĺı bodu a = 1) je x2 − 1 > 0, a tedy

f(x) = x2 − 1. Odtud (použijeme poznámku 5) je f ′

+(x) = 2x pro x ≥ 1, a
tedy f ′

+(1) = 2.
Pro x ∈ (1 − δ, 1) (levé okoĺı bodu a = 1) je x2 − 1 < 0, a tedy f(x) =

−x2 + 1. Odtud (opět použijeme poznámku 5) je f ′

−
(x) = −2x pro x ≥ 1, a

tedy f ′

−
(1) = −2.

Protože je f ′

+(1) 6= f ′

−
(1), tak funkce f nemá v bodě a = 1 derivaci.

Úkol.Načrtněte graf funkćı g(x) = x2−1, f(x) = |x2−1| spolu s tečnou/tečnami
v bodě a = 1.

Definice diferencovatelné funkce. Řekneme, že funkce f je diferencova-
telná v bodě a ∈ R, pokud má v bodě a derivaci f ′(a) ∈ R.

Věta o spojitosti a diferencovatelnosti. Pokud je funkce f v bodě a ∈ R

diferencovatelná, pak je v bodě a spojitá.

Důkaz. Protože je funkce f diferencovatelná v bodě a, existuje limita

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a)

Odtud a z věty o aritmetice limit dostaneme existenci limity

lim
x→a

(f(x)− f(a)) = lim
x→a

(x− a)
f(x)− f(a)

x− a
=

lim
x→a

(x− a) lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= 0 · f ′(a) = 0
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Odtud dostaneme
lim
x→a

f(x) = f(a)

a odtud plyne, že f je spojitá v bodě a.
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