Predmluva

Text byl puvodné seznamem pojmu a obsahoval jen ¢ast Okoli bodu a spo-
jitost funkce. Tuto ¢ast jsem neménila, zustava tedy pouhym piehledem.
Pripojila jsem k ni dalsi casti, které maji kromé piehledu i ambici nékteré
pojmy a vztahy vysvétlovat. Presto je text jen doplnék k prednasce a neni
zamyslen jako samostatny ucebni text.

Okoli bodu a spojitost funkce

Okoli bodu a € R: (vSechna e jsou kladna ¢isla)

okoli U.(a) = (a — €,a + €) obsahuje ¢isla, kterd jsou na ¢éiselné ose od a
vzdalena o méné nez

pravé okoli (a,a + ¢) obsahuje ¢isla z okoli U.(a), kterd jsou vétsi nez a
levé okoli (a — €, a) obsahuje ¢isla z okoli U, (a), ktera jsou mensi nez a

Poznamky k pojmu okoli:

1. Pismeno U oznacujici okoli je z némeckého slova umgebung.

2. Vice nas zajimaji takova okoli, ktera obsahuji jen jeho blizké body, tedy
pro malé hodnoty ¢ (zndzornéte si okoli na ¢iselné ose).

Rozmyslete si:
1. | — 2] < 3 je ekvivalentni s z € (2 — 3,2+ 3), po upravé x € (—1,5).
2. Obecnéji |z — a| < ¢ je ekvivalentni s x € (a — d,a + 0)
3. Odtud plyne, ze plati

r€Ufa) <= |r—a|<e

Definice spojitosti funkce v bodé.
Rekneme, ze funkce f je spojita v bodé a € R, pokud plati

(Ve > 0)(30 > 0)(Va € Us(a))(f(x) € U=(f(a)))

Cteme: Pro kazdé epsilon kladné existuje delta kladné takové, Ze pro véechna
x 7 delta okoli bodu a je f(z) prvkem epsilon okoli bodu f(a).

Pokud zaménime delta okoli Us(a) za pravé okoli bodu a, dostaneme spojitost
zprava. Podobné pro spojitost zleva.



Definice spojitosti funkce v bodé zprava.
Rekneme, ze funkce f je spojitd v bodé a € R zprava, pokud plati

(Ve > 0)(39 > 0)(Vz € (a,a+9))(f(x) € U(f(a)))

Definice spojitosti funkce v bodé zleva.
Rekneme, ze funkce f je spojitda v bodé a € R zprava, pokud plati

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € (a = 6,a))(f(z) € Us(f(a)))

Definice spojitosti funkce na intervalu.

Rekneme, ze funkce f je spojitd na otevieném intervalu (a,b), pokud je spo-
jitd v kazdémm bodé = € (a,b).

Rekneme, ze funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a, b], pokud je spo-
jitd na intervalu (a, b), v bodé a je spojita zprava a v bodé b je spojita zleva.
Rekneme, ze funkce f je spojitd na intervalu (a,b], pokud je spojitd na in-
tervalu (a,b) a v bodé b je spojitéd zleva.

Rekneme, ze funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b), pokud je spo-
jitd na intervalu (a,b) a v bodé a je spojita zprava.

Priklady spojitych funkei
Konstantni funkce je spojita.
Pro funkei f(x) = ¢ plati
(Ve > 0)(vVe € R)(f(z) € U(f(a)))

proto lze ke kazdému e > 0 volit libovolné ¢ > 0, napiiklad § = 1.
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Identita je spojita funkce.

Pro funkci f(x) = x lze k € > 0 volit § = ¢, protoze plati

(Vo € Uc(a))(f(x) € Ue(f(a)))

Mnohocéleny jsou spojité funkce.

V dalsim ukézeme, ze seCtenim a vynasobenim spojitych funkeci dosta-
neme opét spojitou funkci. Protoze kazdy mnohoclen lze ziskat témito ope-
racemi z konstantni a identické funkce, jsou mnohocleny spojité funkce.

Trojuhelnikova nerovnost

Nazyvame tak nerovnost |z +y| < |x| + |y|, kterd plati pro vSechna x,y € R.
Jeji platnost dokazeme rozborem pripadu a odstranénim absolutni hodnoty.
Soutadnou rovinu rozdélime na Sest ¢asti.
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Ukazeme platnost v ¢astech I, IT1, dalsi ¢asti nechdme ¢tenari jako cviceni.

[. Zde jexz > 0,y > 0, proto je |z| =z, ly| =y, |t + y| =z +y a tedy
plati |z + y| = |z| + |y|.

III. Zdejex <0,y > 0, z+y < 0 proto je |z| = —x, |y| =y, |z+y| = —x—y.
Leva strana trojihelnikové nerovnosti je tedy L = |z +y| = —x — y,
pravd strana P = |z| + |y| = —z + v.

Protoze je y > 0, je y > —vy, tedy je L < P a proto v casti III
trojuhelnikova nerovnost plati.

Trojihelnikova nerovnost pro vice s¢itancti. Dvojim pouzitim troju-
helnikové nerovnosti dostaneme

(@ +y) + 2| <[z 4yl +[2] < [z + [yl + [2]
Matematickou indukci bychom dokéazali platnost i pro vétsi pocet scéitancu

|21 4 @2 4 | < |+ @2+ [

Véty o spojitosti

Tvrdime: Necht jsou fuhkce f, g spojité v bodé a. Pak jsou v bodé a spojité
i funkce

f+rg: y=[f(z)+g()
fg:  y=flz)g(x)

Hlavni myslenka dikazu tvrzeni: Spojitost funkce f v bodé a znamena,
ze v okoli bodu a se malo méni funkéni hodnota. Malou zménu funkéni hod-
noty vyjadiime pomoci malého kladného ¢isla € podminkou

[f(x) = fla)] <e

Podobné pro funkci g
l9(x) — g(a)| <€

Chceme ukazat, ze tento rozdil je maly i pro soucet f + g, tedy, ze je malé

|f(2) + g(x) = (f(a) + g(a))l



Upravou a pouzitim trojihelnikové nerovnosti dostaneme

1f(z) +9(z) — (f(a) + g(a))| =
|f(x) = fla) + g(z) — g(a)| < [f(x) = fla)| +|g(x) — g(a)| < 2¢
Tim jsme ukézali, ze funkéni hodnota funkce f + g se v okoli bodu a méni
mélo (o méné nez dvé epsilon).

Pro dikaz spojitosti souc¢inu potiebujeme ukazat, ze je maly vyraz

|f(z)g(x) — fa)g(a)] (1)
K tpravé (1) pouzijeme obrazek
f(z) |
9(x)
g(a)
fla)

Z obrazku odvodime nésledujici rovnost. Jeji platnost ovéite upravou
pravé strany, protoze obrazek nam slouzi jen jako inspirace. Predpoklada, ze
f(z) > f(a), g(x) > g(a) a my chceme, aby tato rovnost platila i v ostatnich
pripadech.

f(@)g(x) = fla)g(a) =
(f(x) = fla))g(a) + (f(x) = fla))(g(x) = g(a)) + f(a)(g(x) — g(a))

K dalsi upravé pouzijeme trojuhelnikovou nerovnost

|(f(x) — f(a))g(a) + (f(z) — f(a))(g(z) — g(a)) + f(a)(g9(zx) — g(a))] <
[(f(x) = f(a))g(a)] + [(f(x) — f(a))(g(x) — g(a))| + |f(a)(g(x) — g(a))]
<elgla)| + & + el f(a)] = e(lg(a)| + € + | f(a)])

Protoze vyraz £(|g(a)| + € + |f(a)|) 1ze vhodnou volbou ¢ uéinit libovolné
malym kladnym, je sou¢in fg spojitd funkce v bodé a.

Cely dukaz tvrzeni. Spojitost souctu: Zvolme ¢ > 0. K £ = ¢/2 existuji
df >0, 64 > 0 takovd, ze je pro x € Us, je |f(x) — f(a)] < & apro x € Us, je
lg(z) — g(a)| < &. Odtud pro § = min{dy, d,} plati

|[f(@) +9(z) = fla) —gla)] < 28 = ¢,

>



a proto je funkce f + g spojita v bodé a.

Spojitost soucinu: Zvolme € > 0. K € = min{e/(|f(a)| + |g(a)| + 1),1}
existuji (stejné jako u souctu) oy > 0, 6, > 0 takovd, Ze je pro x € Uy, je
|f(x)=f(a)| < Eaprox € Us, je |g(r)—g(a)| < & Odtud pro § = min{ds,d,}
plati

[f(x)g(x) = fa)g(a)| <
é(lf(a)l +lg(a)| + &) <&(If(a) + [g(a)| + 1) =&,

a proto je funkce fg spojita v bodé a.

Véty o spojitych funkcich na uzavieném intervalu
Tato cést se pripravuje.

Véta o koreni spojité funkce.

Véta o nabyvani mezihodnot.

Véta o obrazu intervalu a oboru hodnot funkce.

Véta o monotonii a spojitosti.

Véta o stejnomérné spojitosti.



