Zakladni pojmy z matematické analyzy: Funkce a
vlastnosti funkeci

Definice 1 (Funkce). Realnou funkei jedné reélné proménné (dale jen funkei) rozumime
dvojici (D, f), kde:

e D C R je neprazdna mnozina, kterou nazyvame defini¢ni obor funkce.

e f je pravidlo (predpis), které kazdému prvku x € D pfifazuje pravé jedno reilné
¢islo y € R.

Cislo y nazyvame funkéni hodnotou v bodé z a znacime ho f(x). PisSeme y = f(z).
Dale tikdme, Ze y je obrazem c¢isla z a = je vzorem c¢isla y.

Poznamka: Ackoliv je funkce formalné definovana jako dvojice (D, f), v praxi Casto
mluvime zjednoduSené o ,funkci f“. Defini¢ni obor D je v takovém piipadé bud ziejmy
z kontextu, nebo je jim mysSlena maximalni mnozina vsech x € R, pro ktera mé vyraz
f(z) smysl.

Definice 2 (Obor hodnot). Oborem hodnot funkce f s defini¢nim oborem D rozumime
mnozinu viech funkénich hodnot. Znaéime ji H(f) nebo jen H.!

Formélné obor hodnot zapisujeme:

H={yeR|(ExeD)y=f(x))}

Tento zéapis ¢teme: ,Obor hodnot H je mnozina vSech redlnych ¢isel y, pro ktera existuje
x 7 defini¢niho oboru D takoveé, 7e y = f(x).“

N

H={f(z)|ze D}

Tento zéapis ¢teme: ,Obor hodnot H je mnozina vSech prvku tvaru f(z), kde x probiha
cely defini¢ni obor D.*

Definice 3 (Graf funkce). Grafem funkce f s definiénim oborem D rozumime mnozinu
v8ech uspotradanych dvojic [z, f(x)], kde # € D. Graf zna¢ime G(f) nebo jen G.

Formalni zapis:
G={[z,y) eR?| (z € D)A(y = f(z))}

1V anglické literatufe se pouziva nazev range a symbol R. Defini¢ni obor se v anglické literatuie nazyva
domain a symbol D je tedy stejny jako v CeStiné.




Tento zapis ¢teme: ,,Graf funkce je mnozina vsech bodt [z, y] v roving R? takovych, Ze x
patii do defini¢niho oboru D a zaroven plati, Ze soufadnice y je rovna funkéni hodnoté

f(x).*

Poznamka: Symbol logické spojky ,,a zaroven“ (A) se pii zapisu mnozin ¢asto nahrazuje
¢arkou. Graf funkce tedy miizeme zapsat i jako:

G={lz,y] eR* |z € D,y = f(x)}

Definice 4 (Prostéa funkce). Rekneme, 7e funkce f je prosta na svém definiénim oboru
D(f), jestlize pro kazdé dva rtzné prvky x1, o € D(f) jsou jejich obrazy také ruzné. Tedy
plati implikace:

Ty #F 1y = f(11) # f(22)

Zapis pomoci kvantifikator:

(Vz1,20 € D(f))(21 # 22 = f(21) # f(22))

Tento formalni vyrok ¢teme: ,,Pro vSechna x1, x5 z defini¢niho oboru funkce plati, ze pokud
je x1 rizné od z,, pak je f(z1) razné od f(z3).“

Poznamka (obménéna implikace): Vyge uvedena implikace je logicky ekvivalentni
s jeji obmeénou, ktera tika, ze pokud jsou si rovny funkéni hodnoty, musi si byt rovny i
jejich vzory. Tento tvar je v praxi Casto snazsi oveérit.

fla1) = f(22) = 71 =13
Celou definici lze tedy ekvivalentné zapsat jako:
Vo1, 22 € D(f))(f(21) = f(z2) = 71 = 22)

Definice 5 (Rostouci funkce). Necht f je funkce a M je podmnozina jejiho defini¢niho
oboru (M C D(f)).

Rekneme, ze funkce f je rostouci na mnoziné M, jestlize pro kazdé dva prvky z1, 2o €
M plati implikace:

Ty <wy = f(71) < f(22)
Zapis pomoci kvantifikatori:

(Var, 0 € M) (21 < 29 = f(21) < f(22))

Tento formalni vyrok ¢teme: ,,Pro vSechna x, zo z mnoziny M plati, Ze pokud je x; mensi
nez o, pak je f(x1) mensi nez f(xy).“

Definice 6 (Maximum funkce na mnoziné). Necht f je funkce a M C D(f).

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé g € M maximum na mnoziné M, jestlize pro vSechna
x € M plati nerovnost:

f(@) < flxo)
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Hodnotu f(z) pak nazyvame maximem funkce f na mnoziné M.

Zapis pomoci kvantifikitoru existence maxima:
(Fzo € M)(Vo € M)(f(x) < f(z0))

Tento formalni vyrok ¢teme: ,Existuje prvek zy v mnoziné M takovy, Ze pro vSechny
prvky x z mnoziny M plati, ze f(z) je mensi nebo rovno f(zg).*

Definice 7 (Okoli bodu). Necht 25 € R a ¢ > 0 je libovolné kladné reélné ¢islo.

d-okolim bodu zy rozumime otevieny interval (xg — d, z¢ + 0). Znacime jej Os(xo) nebo
jednoduseji O(zg), pokud konkrétni velikost & neni podstatna.

Formalni zapis: O(xg) = (z¢ — 9,z + 6).

Poznamka: Vzdalenost bodii z, ¢ na realné ose je rovna hodnoté vyrazu |z — x|. Okoli
bodu Ize tedy formélné zapsat:

O(xg) ={x € R| |z — x| < 0}

Tento zapis je pak mozné (pfi znalosti geometrického vyznamu absolutni hodnoty) precist:
»,O(x0) je mnoZina vSech realnych ¢isel z, kterd maji od ¢isla xy na realné ose vzdélenost
mensi nez 9.

Definice 8 (Lokalni maximum). Rekneme, 7ze funkce f mé v bodé zy € D(f) lokalni
maximum, jestlize existuje okoli O(xy) bodu zy takové, ze pro vSechna z z prianiku
tohoto okoli a defini¢niho oboru plati:

Vo € O(xo) ND(f) : f(z) < f(xo)

Zapis pomoci kvantifikatori:

(30(x0))(Vz € O(z0) N D(f))(f(x) < f(0))

Tento forméalni vyrok ¢éteme: ,Existuje okoli O(xg) bodu zy takové, Zze pro vSechna x
patiici do tohoto okoli a zéroven do defini¢niho oboru funkce plati, ze f(x) je mensi nebo
rovno f(xg)."

Definice 9 (Funkce omezené zdola). Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, Ze funkce

f je omezena zdola na mnoziné M, jestlize existuje redlné ¢islo d takové, ze pro vSechna
x € M plati nerovnost:

f(x) = d
Cislo d nazgvame dolnim odhadem (nebo dolni zavorou) funkce f na mnozing M.
Zapis pomoci kvantifikator:

(3d € R)(Va € M)(f(x) > d)

Tento formalni vyrok ¢teme: ,Existuje realné ¢islo d takové, ze pro vSechna x z mnoziny
M vplati, Ze funkéni hodnota f(z) je vétsi nebo rovna d.“
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Definice 10 (Funkce omezena shora). Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, 7e

funkce f je omezena shora na mnoziné M, jestlize existuje redlné ¢islo h takové, ze
pro vSechna x € M plati nerovnost:

flz) <h

Cislo h nazyvame hornim odhadem (nebo horni zévorou) funkce f na mnoziné M.

Zapis pomoci kvantifikatori:
(Fh e R)(Vx € M)(f(x) < h)

Tento formalni vyrok ¢teme: ,Existuje realné ¢islo h takové, Zze pro vSechna x z mnoziny
M plati, ze funkéni hodnota f(x) je mensi nebo rovna h.“

Definice 11 (Omezené funkce). Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, 7e funkce f
je omezena na mnoziné M, jestlize je na této mnoziné omezena zdola i shora.

Ekvivalentni definice: Funkce f je omezena na mnoziné M, jestlize existuje kladné
realné cislo K takové, Ze pro vSechna x € M plati:

[f(2)] < K

Poznamka: Tato nerovnost je ekvivalentni zapisu —K < f(z) < K. To znamend, Ze
v8echny funkéni hodnoty na mnoziné M lezi v intervalu [— K, K].

Zapis pomoci kvantifikator:
(3K e RT)(Vz € M)(|f(2)] < K)

Tento formalni vyrok ¢teme: ,Existuje kladné realné ¢islo K takové, ze pro vSechna x
z mnoziny M je absolutni hodnota funkéni hodnoty f(z) mensi nebo rovna K.“

Definice 12 (Kofen rovnice a kofen funkce). Necht f je funkce s defini¢nim oborem D( f)
a necht ¢ € R je realné ¢islo.

Kofenem (feSenim) rovnice f(z) = ¢ nazyvame kazdé ¢islo xy € D(f), pro které plati:

f(zo) = ¢

Kofenem (nulovym bodem) funkce f nazyvame kazdé ¢islo o € D(f), pro které
plati:
f(zo) =0

Zapis pomoci mnozin: Mnozinu v8ech feSeni rovnice f(z) = ¢ znacime:

Ke=A{z e D(f) | f(z) = ¢}

Poznamka (Geometricky vyznam):



e Koten funkce f je totéz co kofen rovnice f(z) = 0. V grafickém znazornéni odpovida
z-ové souradnici priseciku grafu funkce f s osou = (pfimkou y = 0).

e Koren rovnice f(x) = y (pro pevné zvolenou hodnotu y € R) odpovida z-ové soufad-
nici prusec¢iku grafu funkce f s pfimkou rovnobéznou s osou x, ktera osu y protina
v hodnoté y (pfimkou o rovnici y = konst.).



