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Text je v provizorńı verzi

Př́ıklad 1. V tomto př́ıkladu si připomeneme princip substituce. Rovnici

4x − 2x+3 + 12 = 0

neumı́me vyřešit př́ımo, a tak ji v A převedeme na kvadratickou rovnici, kterou vyřešit
umı́me. Zpětnou substitućı se pak v C od kořen̊u pomocné kvadratické rovnice dostaneme
ke kořen̊um naš́ı rovnice.

A. Substitućı t = 2x převedeme naši (exponenciálńı) rovnici na kvadratickou rovnici

t2 − 8t+ 12 = 0.

B. Vyřeš́ıme kvadratickou rovnici: dostaneme t1 = 2, t2 = 6.

C. Vrát́ıme se k p̊uvodńı rovnici: řešeńı x1, x2 vypočteme ze vztah̊u 2x1 = 2, 2x2 = 6 a
dostaneme x1 = 1, x2 = log 6/ log 2.

U integrál̊u je mechanismus obdobný: integrál, který neumı́me spoč́ıtat př́ımo, převedeme
substitućı na integrál, který spoč́ıtat umı́me a pak se zpětnou substitućı vrát́ıme k vý-
sledku p̊uvodńıho integrálu.

2. Substituce v integrálu je odvozená od pravidla pro derivaci složené funkce, a proto si
toto pravidlo připomeneme. Nejdř́ıve si poṕı̌seme značeńı, které budeme v daľśım textu
použ́ıvat: g bude značit substitučńı funkci, t jej́ı proměnnou a x = g(t) daľśı proměnnou.
Intervaly pro tyto proměnné označ́ıme It a Ix = g(It) a budeme o nich předpokládat, že
jsou otevřené. O funkci g budeme předpokládat, že je na It prostá a má na It vlastńı (tj.
konečnou) derivaci (ř́ıkáme, že je na It diferencovatelná).
Pravidlo pro derivováńı složené funkce:

je-li F ′(x) = f(x) na intervalu Ix,
je (F (g(t)))′ = f(g(t))g′(t) na intervalu It

a i obráceně

je-li (F (g(t)))′ = f(g(t))g′(t) na intervalu It,
je F ′(x) = f(x) na intervalu Ix

nám dá pravidlo o substituci

je-li F primitivńı funkćı f na intervalu Ix,
je F ◦ g, tedy funkce t 7→ F (g(t)) primitivńı funkce t 7→ f(g(t))g′(t) na intervalu It

a i obráceně
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je-li F ◦ g primitivńı funkce (f ◦ g)g′ na intervalu It,
je F primitivńı funkce f na intervalu Ix.

Př́ıklad 3.

A. Pro F (x) = sinx je f(x) = F ′(x) = cos x.
Odtud pro lineárńı funkci g : t 7→ at+ b plyne: (sin(at+ b))′ = a cos(at+ b).
Odtud dále plyne: t 7→ sin(at+ b) je primitivńı funkćı t 7→ a cos(at+ b) na R.
Konečně odtud a z pravidla pro derivaci násobku plyne: t 7→ 1

a
sin(at+ b) je primitivńı

funkćı t 7→ cos(at+ b) na R.

B. Př́ıklad A lze zobecnit:
Je-li F primitivńı funkćı f na Ix = (x1, x2) a a 6= 0, je t 7→ 1

a
F (at + b) primitivńı

funkćı t 7→ f(at+ b) na It = (x1−b
a
, x2−b

a
).

Procvičte na hledáńı primitivńıch funkćı k funkćım f1, . . . , f5. Správnost výsledku
zkontrolujte jeho zderivováńım.

f1(t) = cos(5t− 2), f2(t) = exp(2− t), f3(t) = 2
1−3t , f4(t) = (t+ 1)3, f5 =

√
2t− 3.

Na jakých intervalech jste našli primitivńı funkce? (Odpověd’: R; R; (−∞, 1
3
) a (1

3
,∞);

R; (3
2
,∞).)

C. Pro F (x) = log x je f(x) = F ′(x) = 1
x
. Odtud plyne: (log(g(t)))′ = g′(t)

g(t)
.

Odtud plyne: t 7→ g′(t)
g(t)

má na intervalu g−1 ((0,∞)) primitivńı funkci t 7→ log(g(t)) a

na intervalu g−1 ((−∞, 0)) primitivńı funkci t 7→ log(−g(t)).
Např́ıklad: t 7→ 2t

t2+1
má na R primitivńı funkci t 7→ log(t2 + 1);

t 7→ t2

t3−1 má na (1,∞) primitivńı funkci t 7→ 1
3

log(t3 − 1) a na (−∞, 1) primitivńı

funkci t 7→ 1
3

log(1− t3).

4. Odstavec 2 při výpočtu integrál̊u použijeme následovně:

A. Mı́sto integrálu
∫
f(g(t))g′(t) dt vypočteme integrál

∫
f(x) dx a do výsledku dosad́ıme

x = g(t). V tomto př́ıpadě později upust́ıme od předpokladu, že je funkce g prostá
(všimněte si, že nepotřebujeme ke g inverzńı funkci).

B. Mı́sto integrálu
∫
f(x) dx vypočteme integrál

∫
f(g(t))g′(t) dt a do výsledku dosad́ıme

t = g−1(x).

5. Při použ́ıváńı substituce pak zpravidla ṕı̌seme

dx = g′(t) dt. (1)

Na tento vztah se můžeme d́ıvat z několika úhl̊u pohledu, viz odstavce 6, 7. Symbol dx
často nazýváme diferenciálem proměnné x a analogicky dt diferenciálem proměnné t.

6. (1) jako pomůcka při substituci v integrálu:
Do

∫
f(x) dx dosad́ıme g(t) za x a za dx ze vztahu (1).

Podobně: do
∫
f(g(t))g′(t) dt dosad́ıme dx za g′(t) dt a za g(t) dosad́ıme x.
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7. (1) jako rozd́ıl
”
nekonečně bĺızkých hodnot“:

Při definici Riemannova integrálu rozděĺıme interval na menš́ı intervaly a vypočteme dolńı
(respektive horńı) součty jako součty obsah̊u obdélńık̊u pod a nad grafem funkce (nakres-
lete si obrázek!). Pro hodně jemné děleńı intervalu (tj. děleńı na hodně

”
úzké“ obdélńıky)

můžeme v těchto intervalech integrovanou funkci považovat za konstantńı funkci (chyba,
nebo-li nepřesnost, které se t́ım dopust́ıme bude malá) a obsah obdélńıku vypočteme
jako součin funkčńı hodnoty a š́ı̌rky intervalu. Rozd́ıly sousedńıch uzl̊u děleńı intervalu
xk − xk−1 často znač́ıme ∆x a v př́ıpadě děleńı na

”
nekonečně“ malé intervaly rozd́ıly

znač́ıme dx. Symbol (R)
∫

pak můžeme chápat jako součet
”
nekonečně mnoha nekonečně

malých“ ploch obdélńık̊u.
V minulosti, dř́ıve než byla definována limita pomoćı okoĺı bodu (a odpov́ıdaj́ıćı definice
pomoćı ε-δ formalismu), matematici zručně nakládali s takovými nekonečně malými č́ısly,
v́ıce viz [JV], poznámka 5.1.9, širš́ı kontext v historických poznámkách 5.2.30.

Př́ıklad 8. Na integrál
∫ √

x+ 4√x
x(1+ 6√x) dx použijeme substituci x = t12. Exponent 12 je

nejmenš́ı možný, který převede odmocniny na mocniny (s přirozeným exponentem). Do-
sad́ıme:

√
x = t6, 4

√
x = t3, 6

√
x = t2, dx = 12t11 dt. Po úpravě dostaneme∫

6t5 + 6t2

t2 + 1
dt.

Tento integrál vypočteme vyděleńım, d́ılč́ı integrál
∫

t
t2+1

dt pak podle př́ıkladu 3.C. Do-
staneme

1

4
t4 − 1

2
t2 + t+

1

2
log(t2 + 1)− arctg t

a po zpětné substituci t = 12
√
x

1

4
3
√
x− 1

2
6
√
x+ 12

√
x+

1

2
log( 6
√
x+ 1)− arctg 12

√
x.

Ještě uvedeme intervaly, na nichž jsme poč́ıtali integrály (tj. primitivńı funkce): x ∈
(0,∞), t ∈ (0,∞).

Př́ıklad 9. Na integrál
∫

2x−16x
1+4x

dx použijeme substituci t = 2x. Využ́ıváme toho, že

pak 16x = t4 a 4x = t2. Vztah mezi dx a dt můžeme vypoč́ıst dvoj́ım zp̊usobem. Bud’

zderivujeme vztah t = 2x a dostaneme dt = 2x log 2 dx. Nebo zderivujeme inverzńı vztah
x = log t

log 2
a dostaneme dx = 1

t log 2
dt. V obou př́ıpadech po substituci dostaneme integrál∫

1− t3

(1 + t2) log 2
dt.

Po výpočtu a zpětné substituci dostaneme výsledek

−1

2
4x +

1

2
log(4x + 1) + arctg 2x.

Intervaly, na nichž jsme poč́ıtali primitivńı funkce jsou x ∈ R a t ∈ (0,∞).

Př́ıklad 10. Budeme hledat integrály∫
sin7 x dx,

∫
1

cos6 x
dx,

∫
1

cosx
dx,

1

1 + sin x cosx
dx
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na vhodných intervalech. U všech je možné použ́ıt univerzálńı substituci t = tg x
2

na
intervalu x ∈ (−π, π), který substituce převede na interval t ∈ (−∞,∞) (nakreslete
graf!). Inverzńı substituce pak je x = 2 arctg t a dx = 1

t2+1
dt a (v semestrálńı práci

odvozené vzorce) sinx = 2t
t2+1

, cos x = 1−t2
1+t2

.
Rozborem definičńıch obor̊u integrovaných funkćı zjist́ıte, že pro druhý a třet́ı integrál je
třeba intervaly pro proměnné zúžit na jeden s př́ıpad̊u: x ∈ (−π,−1

2
π), t ∈ (−∞,−1);

x ∈ (−1
2
π, 1

2
π), t ∈ (−1, 1); x ∈ (1

2
π, π), t ∈ (1,∞).

Po substituci dostaneme integrály∫
(t2 + 1)6

128t7
dt,

∫
(1− t2)6

(1 + t2)7
dt,

∫
1− t2

(1 + t2)2
dt,

∫
1 + t2

1 + 2t− t2
dt.

Př́ıklad 11. Integrály v př́ıkladu 10 lze spoč́ıst i některou z jednodušš́ıch substitućı:
t = sinx, t = cosx, t = tg x.

A. Substituci t = sinx použijte na integrály typu
∫

cosxf(sinx) dx, přitom pamatujte,
že sudé mocniny kosinu snadno vyjádř́ıte pomoćı t: (cos x)2 = 1− t2.
Integrál

∫
1

cosx
dx lze upravit na

∫
cosx

1−sin2 x dx a lze tedy touto substitućı převést na

integrál
∫

1
1−t2 dt.

B. Substituci t = cos x použijte na integrály typu
∫

sinxf(cosx) dx, přitom pamatujte,
že sudé mocniny sinu snadno vyjádř́ıte pomoćı t: (sin x)2 = 1− t2.
Integrál

∫
sin7 x dx lze upravit na

∫
sinx(1 − cos2 x)3 dx a lze tedy touto substitućı

převést na integrál
∫
−(1− t2)3 dt.

U této a předchoźı substituce neńı substituce zadána prostou funkćı a je to v pořádku
(neńı to chyba).

C. Substituci t = tg x použijte v př́ıpadě, že integrovanou funkci umı́te upravit do tvaru,
který goniometrické funkce sinus a kosinus obsahuje v sudých mocninách, př́ıpadně
může obsahovat jejich součin sinx cosx (jako bychom exponenty sč́ıtali). Použijete
vzorce cos2 x = 1

t2+1
, sin2 x = t2

t2+1
, sin x cosx = t

t2+1
, x = arctg t, dx = 1

t2+1
dt.

Integrál
∫

1
cos6 x

dx převedeme substitućı a úpravou na integrál
∫

(t2 + 1)2 dt.
Integrál 1

1+sinx cosx
dx převedeme substitućı a úpravou na integrál

∫
1

t2+t+1
dt.

4


