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Text je v provizorni verzi

Priklad 1. V tomto prikladu si pfipomeneme princip substituce. Rovnici
47— 2" 112 =0

neumime vytesit piimo, a tak ji v A prevedeme na kvadratickou rovnici, kterou vyresit
umime. Zpétnou substituci se pak v C od kotent pomocné kvadratické rovnice dostaneme
ke kofenum nasi rovnice.

A. Substituci t = 2% pfevedeme nasi (exponencialni) rovnici na kvadratickou rovnici

2 — 8+ 12 =0.

B. Vytesime kvadratickou rovnici: dostaneme t; = 2, t5 = 6.

C. Vratime se k puvodni rovnici: feSeni xq, x5 vypocteme ze vztahu 2t = 2, 22 =6 a
dostaneme z; = 1, x5 = log 6/ log 2.

U integralu je mechanismus obdobny: integral, ktery neumime spocitat piimo, prevedeme
substituci na integrdl, ktery spoc¢itat umime a pak se zpétnou substituci vratime k vy-
sledku puvodniho integralu.

2. Substituce v integrédlu je odvozena od pravidla pro derivaci slozené funkce, a proto si
toto pravidlo pripomeneme. Nejdiive si popiSeme znaceni, které budeme v dalsim textu
pouzivat: g bude znacit substituéni funkei, ¢ jeji proménnou a x = g(t) dalsi proménnou.
Intervaly pro tyto proménné oznac¢ime I; a I, = g(I;) a budeme o nich predpokladat, ze
jsou oteviené. O funkci g budeme predpoklddat, Ze je na I, prostd a méa na I, vlastni (tj.
konecénou) derivaci (fikdme, ze je na I, diferencovatelnd).

Pravidlo pro derivovani slozené funkce:

f(z) na intervalu I,

je-li F’( ) =
= f(g(t))¢'(t) na intervalu I;

je (F(g(1))

a 1 obricené

je-li (F(g ()))' F(g(t))g'(t) na intervalu I,
je F'(z) = f(x) na intervalu I,

nam d& pravidlo o substituci

je-li F' primitivni funkei f na intervalu I,
je F o g, tedy funkce ¢t — F(g(t)) primitivni funkce t — f(g(t))g'(t) na intervalu I,

a 1 obracené



je-li F' o g primitivni funkce (f o g)¢’ na intervalu I,
je F' primitivni funkce f na intervalu [.

Priklad 3.

A.

Pro F(xz) =sinx je f(x) = F'(x) = cosz.

Odtud pro linearni funkci g : t +— at + b plyne: (sin(at + b)) = acos(at + b).

Odtud déle plyne: t +— sin(at + b) je primitivni funkci ¢ — acos(at + b) na R.
Koneéné odtud a z pravidla pro derivaci nasobku plyne: ¢ % sin(at +b) je primitivni
funkci ¢ — cos(at + b) na R.

Piiklad A lze zobecnit:
Je-li F primitivnf funkef f na I, = (21,22) a a # 0, je t — £F(at + b) primitivni
funkef t = f(at +b) na [, = (=0, 22=0)

Procvicte na hledani primitivnich funkci k funkeim fq,..., f5. Spravnost vysledku
zkontrolujte jeho zderivovanim.

fit) = cos(5t = 2), fo(t) = exp(2 — 1), f5(t) = 25, fu(t) = (t+1)°, f5 = V2t = 3.
Na j?kych intervalech jste nasli primitivn{ funkce? (Odpoved’: R; R; (=00, 5) a (3, 00);
R; (57 OO))

Pro F(z) =logz je f(z) = F'(z) = 1. Odtud plyne: (log(g(t)))" = %.
g'(t)

Odtud plyne: ¢ — 775 md na intervalu g1 ((0,00)) primitivni funkci ¢ — log(g(t)) a

na intervalu ¢! ((—oo, 0)) primitivni funkci ¢ — log(—g(t)).

Naptiklad: t — t224tr1 mé na R primitivni funkci ¢ — log(t? + 1);
t— % mé na (1,00) primitivn{ funkci ¢ — 3log(t* — 1) a na (—oo, 1) primitivni

funkei ¢ — g log(1 — ¢%).

Odstavec 2 pfi vypoctu integrali pouzijeme nasledovné:

Misto integralu [ f(g(t))g'(t) dt vypocteme integrdl [ f(z)dx a do vysledku dosadime
x = ¢g(t). V tomto piipadé pozdéji upustime od predpokladu, ze je funkce g prosté
(vSimneéte si, Ze nepotiebujeme ke g inverzni funkei).

Misto integralu [ f(z)dx vypocteme integral [ f(g(t))g'(t)dt a do vysledku dosadime
t =gt (z).

P1i pouzivani substituce pak zpravidla piseme

dz = ¢'(t) dt. (1)

Na tento vztah se muzeme divat z nékolika 1hla pohledu, viz odstavce 6, 7. Symbol dz
casto nazyvame diferencidlem proménné z a analogicky dt diferencidlem proménné t.

6. (1) jako pomucka pii substituci v integralu:
Do [ f(x)dz dosadime g(t) za = a za dx ze vztahu (1).
Podobné: do [ f(g(t))g'(t) dt dosadime dz za ¢'(t) dt a za g(t) dosadime z.
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7. (1) jako rozdil ,nekoneéné blizkych hodnot*:

Pii definici Riemannova integralu rozdélime interval na mensi intervaly a vypoc¢teme dolni
(respektive horni) soucty jako soucty obsahu obdélniku pod a nad grafem funkce (nakres-
lete si obrazek!). Pro hodné jemné déleni intervalu (tj. déleni na hodné ,izké* obdélniky)
muzeme v téchto intervalech integrovanou funkei povazovat za konstantni funkei (chyba,
nebo-li nepfesnost, které se tim dopustime bude mald) a obsah obdélniku vypocteme
jako souc¢in funkéni hodnoty a sitky intervalu. Rozdily sousednich uzli déleni intervalu
T — Tx_1 Casto znacime Ax a v pripadé déleni na ,nekonecné“ malé intervaly rozdily
znacime dz. Symbol (R) [ pak muzeme chdpat jako soucet ,nekoneéné mnoha nekoneéné
malych® ploch obdélniku.

V minulosti, diive nez byla definovéna limita pomoci okoli bodu (a odpovidajici definice
pomoci e-9 formalismu), matematici zrucné nakladali s takovymi nekone¢né malymi éisly,
vice viz [JV], poznamka 5.1.9, §irsi kontext v historickych poznamkéch 5.2.30.

Piiklad 8. Na integrél fx\(/f:é/% dz pouzijeme substituci x = t'2. Exponent 12 je
nejmensi mozny, ktery prevede odmocniny na mocniny (s pfirozenym exponentem). Do-

sadime: v/z = 1%, /xr =3, ¥z = t?, de = 12t' dt. Po tpravé dostaneme

6t° + 6t2
/Ldt,
24+ 1

Tento integral vypocteme vydélenim, dilef integral [ # dt pak podle ptikladu 3.C. Do-
staneme 1 1 1
Zt‘l — 51?2 +t+ 3 log(#* + 1) — arctgt

a po zpétné substituci t = ¥
1 1 1
Z\?’/E— 5\6/5—1- r + élog(%jt 1) — arctg Vz.
Jesté uvedeme intervaly, na nichz jsme pocitali integraly (tj. primitivni funkce): z €

(0,00), t € (0,00).

Piiklad 9. Na integrdl [ 2“;;{21 dx pouzijeme substituci ¢t = 2%. Vyuzivame toho, ze
pak 16* = t* a 4 = t2. Vztah mezi do a dt miZzeme vypoéist dvojim zptusobem. Bud
zderivujeme vztah ¢t = 2% a dostaneme dt = 2% log 2dx. Nebo zderivujeme inverzni vztah

x = 198 4 dostaneme dz = —— dt. V obou pifpadech po substituci dostaneme integral

T log2 tlog 2
11—t
/ 1y
(14 t2)log2

Po vypoctu a zpétné substituci dostaneme vysledek

1 1
—54“” +3 log(4” + 1) + arctg 2”.

Intervaly, na nichz jsme poéitali primitivni funkce jsou x € R a t € (0,00).

Priklad 10. Budeme hledat integraly

1 1 1
/sin7xdx, / dz, /—dx, ——dx
cos® x COS T 1+ sinzcoszx

3




na vhodnych intervalech. U vSech je mozné pouzit univerzalni substituci ¢ = tg 7 na
intervalu © € (—m,m), ktery substituce prevede na interval ¢ € (—o00,00) (nakreslete
graf!). Inverzni substituce pak je x = 2arctgt a doz = ﬁdt a (v semestralni praci
odvozené vzorce) sinx = %, cosx = ijr—i;

Rozborem defini¢nich oboru integrovanych funkei zjistite, ze pro druhy a tteti integral je
tieba intervaly pro proménné zizit na jeden s pifpadi: z € (—m, —37), ¢t € (—o0,—1);
z € (—3mam),te(=1,1);z € (3m,m), t € (1,00).

Po substituci dostaneme integraly

/(t2+1)6dt /(1—t2)6dt /1—152 " / 1+ "
128t7 7 (1+¢2)7 (1+1¢2)2 1+2t—t2

Priklad 11. Integraly v prikladu 10 lze spocist i nékterou z jednodussich substituct:
t=sinx,t=cosz,t=tgx.

A. Substituci ¢t = sinz pouzijte na integrdly typu [ coszf(sinz)dz, pfitom pamatujte,
7e sudé mocniny kosinu snadno vyjadiite pomoci t: (cosz)? =1 — 2.
Integral [ @ dz lze upravit na [ o dz a lze tedy touto substituci prevést na
integral [ ﬁdt.

B. Substituci ¢ = cosz pouzijte na integraly typu [ sinzf(cosz)dz, pfitom pamatujte,
7e sudé mocniny sinu snadno vyjadifte pomoci ¢: (sinz)? = 1 — ¢2.
Integral [ sin” x dz lze upravit na [sinz(1 — cos?x)* dz a lze tedy touto substituci
prevést na integral [ —(1 — ¢*)? dt.
U této a predchozi substituce neni substituce zadéana prostou funkei a je to v potadku
(neni to chyba).

C. Substituci t = tgx pouzijte v piipadé, ze integrovanou funkci umite upravit do tvaru,
ktery goniometrické funkce sinus a kosinus obsahuje v sudych mocninach, ptipadné
muze obsahovat jejich soucin sinz cosz (jako bychom exponenty scitali). Pouzijete
VZorce cos? T = tgil, sin?z = %, sinx cosx = ﬁ, xr = arctgt, do = ﬁ dt.

Integrdl [ —%&— da prevedeme substituci a tpravou na integral [(¢* + 1) dt.

Integral dz prevedeme substituci a ipravou na integral [ ﬁ dt.

1+4sinx cosx



