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Kapitola 1

Úvod

1.1 Základńı pojmy

Primitivńı funkćı funkce f na otevřeném intervalu I rozumı́me funkci F , pro
kterou plat́ı

(∀x ∈ I)(F ′(x) = f(x))

Př́ıklady.
Funkce F : x 7→ x3 − 5x je primitivńı funkćı funkce f : x 7→ 3x2 − 5 na
množině reálných č́ısel.

Derivace (−1/x)′ je rovna 1/x2, a proto je funkce F : x 7→ − 1
x

primitivńı
funkćı funkce f : x 7→ 1

x2 na intervalu (0,+∞).

Podobně je funkce F : x 7→ log(x) primitivńı funkćı funkce f : x 7→ 1
x

na
intervalu (0,+∞) a funkce F : x 7→ log(−x) na intervalu (−∞, 0).

Funkce F : x 7→ 2
√
x je primitivńı funkćı funkce f : x 7→ 1√

x
na intervalu

(0,+∞).

Jiný název pro primitivńı funkci je neurčitý integrál. Neurčitý integrál
znač́ıme symbolem

∫
a integračńı proměnnou symbolem dx. Výše uvedené
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př́ıklady zaṕı̌seme pomoćı těchto symbol̊u∫
3x2 − 5 dx = x3 − 5x∫

1

x2
dx = −1

x∫
1

x
dx = log(x)∫

1

x
dx = log(−x)∫

1√
x

dx = 2
√
x

Všimněte si, že se z tohoto zápisu vytratily intervaly. Neńı to správné, ale
budeme se toho zpravidla při výpočtu neurčitého integrálu dopouštět. Jiné to
bude při práci s určitým integrálem, tam bude interval dán mezemi integrálu.

1.2 Jednoznačnost

Primitivńı funkce neńı dána jednoznačně. Např́ıklad (x2)′ = (x2 + 1)′ = 2x,
a tedy obě funkce F1(x) = x2 i F2(x) = x2 + 1 jsou primitivńımi funkcemi
stejné funkce f(x) = 2x. Pro libovolné č́ıslo c je i funkce F (x) = F1(x) + c
primitivńı funkćı funkce f , primitivńıch funkćı má tedy funkce f nekonečně
mnoho. Č́ıslo c někdy nazýváme integračńı konstantou a někdy aditivńı kon-
stantou. Ř́ıkáme pak, že je primitivńı funkce dána jednoznačně až na aditivńı
konstantu. Jiná nejednoznačnost v pojmu primitivńımi funkce neńı, jak tvrd́ı
následuj́ıćı věta.

Věta. Necht’ jsou funkce F1, F2 primitivńımi funkcemi funkce f na intervalu
I. Pak existuje č́ıslo c ∈ R takové, že pro x ∈ I plat́ı F1(x) = F2(x) + c.

Důkaz. Necht’ jsou F1, F2 primitivńımi funkcemi funkce f na intervalu I.
Pak z definice primitivńı funkce plyne, že pro x ∈ I plat́ı F ′1(x) = f(x),
F ′2(x) = f(x). Odtud plyne F ′1(x) = F ′2(x).

Uvažujme funkci, která je rozd́ılem těchto dvou primitivńıch funkćı x 7→
F1(x) − F2(x). Z výše uvedeného plyne, že jej́ı derivace je rovna nule na
intervalu I. Odtud plyne, že je tato funkce na intervalu I zároveň neklesaj́ıćı
i nerostoućı (plyne z věty o monotonii a derivaci), a tedy je konstantńı. A
odtud plyne dokazované tvrzeńı F1 = F2 + c na I. �
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Následuj́ıćı př́ıpad ukazuje, že je ve větě podstatné uvažovat primitivńı
funkce na intervalu. Obě funkce maj́ı na R \ {0} derivaci rovnu 1/x a přesto
se nelǐśı jen o konstantu.

x 7→
{

log(x) x > 0
log(−x) x < 0

x 7→
{

log(x) x > 0
2 + log(−x) x < 0

Vzorce typu
∫

1
x

dx = log |x|+ c někteř́ı puritánštěǰśı matematici nemaj́ı
př́ılǐs v lásce právě kv̊uli nejasnosti definičńıho oboru a nejasnosti významu
konstanty c. V tomto textu integračńı konstantu c zpravidla nebudeme uvá-
dět.

1.3 Existence

Ke spojitým funkćım existuje primitivńı funkce, ale ne vždy ji můžeme
vyjádřit pomoćı elementárńıch funkćı. K takovým, pomoćı elementárńıch
funkćı nevyjádřitelným integrál̊um, patř́ı např́ıklad

∫
exp(−x2) dx.

Př́ıkladem funkce, která nemá primitivńı funkci je např́ıklad funkce sig-
num a obecně jakákoliv funkce s nespojitost́ı typu skok. Pokud by totiž pro
nějakou funkci F platilo na okoĺı nuly F ′(x) = sgn(x), pak by pro x > 0
bylo F ′(x) = 1 a tedy i limx→0+ F

′(x) = 1 a z věty 7.2.1 z [JV] by plynulo
F ′(0) = 1, což je ve sporu s F ′(0) = sgn(0) = 0.

Větu o existenci primitivńı funkce ke spojité funkci dokážeme později za
pomoci Riemannova integrálu.

1.4 Základńı vzorce

Následuj́ıćı vzorce jsou př́ımým d̊usledkem vzorc̊u pro derivace. Ověřte jejich
platnost zderivováńım.

Pro n 6= −1:
∫
xn dx = 1

n+1
xn+1∫

1
x

dx = log |x| (jedńım zápisem jsme pokryli intervaly kladných i záporných
č́ısel)∫

sin(x) dx = − cos(x)∫
cos(x) dx = sin(x)∫

1
x2+1

dx = arctg(x)
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Pro a > 0:
∫

1
x2+a2

dx = 1
a

arctg(x
a
)∫

exp(x) dx = exp(x)

1.5 Linearita integrálu

Pro funkce f , g a č́ısla a, b plat́ı (af + bg)′ = af ′+ bg′. Odtud plyne obdobný
vztah pro integrál∫

af(x) + bg(x) dx = a

∫
f(x) dx+ b

∫
g(x) dx (1.1)

např́ıklad ∫
(x+ 1)2 dx =

∫
x2 + 2x+ 1 dx = 1

3
x3 + x2 + x

Připomeňme souvislost vztahu (1.1) s lineárńı algebrou. Na levé straně je
integrál z lineárńı kombinace dvou funkćı a na pravé straně je lineárńı kom-
binace integrál̊u. Integrováńı je tedy operace, která zobrazuje lineárńı kom-
binaci na lineárńı kombinaci obraz̊u. Takové zobrazeńı nazýváme lineárńım
zobrazeńım. V tomto smyslu je tedy integrováńı lineárńı.

1.6 Úlohy na procvičeńı

1. Ověřte zderivováńım platnost vzorc̊u v kapitole základńı vzorce.

Pro následuj́ıćı funkce a intervaly nalezněte primitivńı funkce a udělejte
zkoušku.

2. x 7→ x3 −
√
x, I = (0,+∞)

3. x 7→
√
x+2x2

x3 , I = (0,+∞)

4. x 7→ 3 cos(x)− 2 sin(x), I = R

5. x 7→ 2− 3 exp(x), I = R

6. x 7→ (1 +
√
x)3, I = (0,+∞)
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Odpovězte na otázky a své odpovědi zd̊uvodněte:

7. Kolik maj́ı funkce z úloh nahoře primitivńıch funkćı?

8. Má funkce x 7→ exp(−x2) primitivńı funkci na R?

9. Má funkce x 7→
{

2 + x x < 1
5− x x ≥ 1

primitivńı funkci na R?

10. Má funkce x 7→
{

2 + x x < 1
4− x x ≥ 1

primitivńı funkci na R?

11. Jaký význam má konstanta c ve vzorci
∫

1
x

dx = log |x|+ c?

12. Co znamená výrok: ”Integrováńı je lineárńı operace.”?
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Kapitola 2

Lineárńı substituce

V jedné z daľśıch kapitol vysvětĺıme metodu substituce při výpočtu integrál̊u.
V této kapitole vysvětĺıme jej́ı nejjednodušš́ı variantu – př́ıpad lineárńı sub-
stituce. Chceme např́ıklad spoč́ıtat integrál∫

sin(2x+ 1) dx. (2.1)

Vı́me, že
∫

sin(y) dy = − cos(y) a tak si tipneme, že integrál (2.1) je roven
− cos(2x+ 1). Zderivováńım zjist́ıme (− cos(2x+ 1))′ = 2 sin(2x+ 1). Odtud
nahlédneme, že náš tip stač́ı jen trochu opravit a dostaneme∫

sin(2x+ 1) dx = −1

2
cos(2x+ 1)

U složitěǰśıch př́ıpad̊u budeme substituci provádět následovně:

1. Zvoĺıme substituci, v našem př́ıkladě y = 2x+ 1.

2. Vypočteme vztah mezi dx a dy: dy = y′ dx. V našem př́ıkladě dy =
2 dx. Odtud vyjádř́ıme dx = 1

2
dy. Obecně pro substituci y = ax+ b je

dx = 1
a

dy.

3. Provedeme substituci v integrálu, v našem př́ıkladě převedeme integrál∫
sin(2x+ 1) dx na integrál

∫
1
2

sin(y) dy.

4. Spoč́ıtáme integrál po substituci∫
1
2

sin(y) dy = −1
2

cos(y)

11
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5. Do výsledku vrát́ıme p̊uvodńı proměnnou.

−1
2

cos(y) = −1
2

cos(2x+ 1)

6. Dostali jsme výsledek, př́ıpadně ještě uděláme zkoušku jeho zderivová-
ńım.

Ukážeme náš postup na daľśım př́ıkladě. Chceme spoč́ıtat integrál∫ √
3x− 4 dx

Zvoĺıme substituci y = 3x− 4, zderivujeme dy = 3 dx, vyjádř́ıme dx = 1
3

dy
a provedeme substituci. Dostaneme integrál s proměnnou y a spoč́ıtáme ho∫

1

3

√
y dy =

∫
1

3
y1/2 dy =

1

3

1

1 + 1/2
y1+1/2 =

2

9
y3/2 =

2

9

√
y3

Na závěr provedeme zpětnou substituci a t́ım dostaneme výsledek∫ √
3x− 4 dx = 2

9

√
(3x− 4)3

Za zmı́nku stoj́ı, že výrazy dx, dy někdy nazýváme diferenciály (nebu-
deme se zmiňovat, odkud se tento název vzal, je to složitěǰśı záležitost a do-
staneme se k tomu při prob́ıráńı funkćı v́ıce proměnných) a že jejich význam
známe z diferenciálńıho počtu – jsou to

”
nekonečně malé“ př́ır̊ustky funkćı.

Vı́me, že derivace je pod́ıl takových př́ır̊ustk̊u, tedy y′ = dy
dx

a odtud dostá-
váme vztah dy = y′ dx.

2.1 Úlohy na procvičeńı

Vypočtěte integrály a udělejte zkoušku

1.
∫

cos(2 + x) dx

2.
∫

exp(−x) dx

3.
∫

2
3x−1 dx

4.
∫

1
(x+1)4

dx

5.
∫

(2x+ 1)5 dx



Kapitola 3

Integrace racionálńı funkce

3.1 Základńı pojmy

Připomeneme na př́ıkladech vybrané pojmy: polynom (mnohočlen), racionál-
ńı funkce, ryze lomená racionálńı funkce, parciálńı zlomek.

Racionálńı funkce je např́ıklad

x5

x4 − 1

Vyděleńım dostaneme součet polynomu a ryze lomené funkce – ta má v čita-
teli polynom nižš́ıho stupně než ve jmenovateli.

x5

x4 − 1
= x+

x

x4 − 1

Parciálńımi zlomky pak v tomto př́ıpadě jsou

1

x+ 1

1

x− 1

1

x2 + 1

x

x2 + 1

Parciálńı zlomky budeme rozlǐsovat podle kořen̊u jmenovatele – podle
toho, zda jsou kořeny reálné nebo komplexńı a zda jsou jednonásobné či
v́ıcenásobné.

1. Jednonásobný reálný kořen: 1
x+a

2. Vı́cenásobný reálný kořen s násobnost́ı n ∈ N, n > 1: 1
(x+a)n

13
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3. Jednonásobné komplexńı kořeny: ...
x2+px+q

4. Vı́cenásobné komplexńı kořeny s násobnost́ı n ∈ N, n > 1: ...
(x2+px+q)n

V př́ıpadě komplexńıch kořen̊u je standardně v čitateli parciálńıho zlomku
bud’ 1 nebo x. My ukážeme, že je možné čitatele volit vhodněji s ohledem na
snažš́ı výpočet integrálu.

3.2 Integrace parciálńıch zlomk̊u

Naṕı̌seme několik vzorc̊u. V kapitole úloh na procvičeńı pak necháme čtenáři
vzorce zderivováńım ověřit.

1.
∫

1
x+a

dx = log |x+ a|

2.
∫

1
(x+a)n

dx = −1
(n−1)(x+a)n−1 pro n ∈ N, n > 1

3.
∫

1
x2+px+q

dx pro jmenovatele bez reálných kořen̊u. Jmenovatele do-

plńıme na čtverec a substitućı převedeme na integrál
∫

1
y2+a2

dy. Viz
př́ıklad dole.

4.
∫

2x+p
x2+px+q

dx = log(x2 + px + q) také pro jmenovatele bez reálných
kořen̊u.

Poznámka. V př́ıpadě 4 lze vzorec použ́ıt i pro př́ıpad s reálnými kořeny ve
jmenovateli, pokud dáme logaritmovaný výraz do absolutńı hodnoty. V př́ı-
padě 3 také můžeme postup použ́ıt s reálnými kořeny ve jmenovateli, ale
dojdeme k integrálu

∫
1

y2−a2 dy.

Př́ıklad na doplněńı na čtverec. Chceme spoč́ıtat integrál∫
1

x2 + 3x+ 4
dx

Doplńıme na čtverec výraz ve jmenovateli x2 + 3x = (x + 3/2)2 − 9/4, do-
sad́ıme do integrálu a přitom sečteme −9/4+4. Dostaneme

∫
1

(x+3/2)2+7/4
dx.

Nyńı použijeme vzorec
∫

1
y2+a2

dy = 1
a

arctg y
a

pro a =
√

7/4 =
√

7/2 a se

substitućı y = x + 3/2. Dostaneme výsledek (který můžeme zkontrolovat
zderivováńım) ∫

1

x2 + 3x+ 4
dx =

2√
7

arctg
2x+ 3√

7
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Ještě zbývá probrat př́ıpad násobných komplexńıch kořen̊u ve jmenova-
teli. Násobnost těchto kořen̊u označ́ıme n, n ≥ 2. Chceme spoč́ıtat integrál∫

Ax+B

(x2 + px+ q)n
dx

Podobně jako v předchoźım př́ıkladě doplńıme kvadratický výraz ve jmeno-
vateli na čtverec a substitućı převedeme integrál na∫

Ãy + B̃

(y2 + r2)n
dy

Pro prvńı integrál źıskáme substitućı t = y2 + r2 vzorec

5.
∫

y
(y2+r2)n

dy = −1
2(n−1)(y2+r2)n−1

Druhý označ́ıme Kn

Kn =

∫
1

(y2 + r2)n
dy,

pro n = 1 použijeme vzorec

6.
∫

1
y2+r2

dy = 1
r

arctg y
r

a pro n ≥ 2 použijeme k výpočtu tzv. rekurentńı vzorec

Kn+1 =
y

2nr2(y2 + r2)n
+

2n− 1

2nr2
Kn (3.1)

Př́ıklad na použit́ı rekurentńı formule. Vypočteme integrál∫
1

(x2 + 2)3
dx

Rekurentńı formuli (3.1) použijeme nejdř́ıve pro n = 1

K2 =

∫
1

(x2 + 2)2
dx =

x

4(x2 + 2)
+

1

4
K1,
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dosad́ıme ze vzorce 6 za K1 a dostaneme

K2 =
x

4(x2 + 2)
+

1

4
√

2
arctg

x√
2
.

Dále použijeme rekurentńı formuli pro n = 2

K3 =

∫
1

(x2 + 2)3
dx =

x

8(x2 + 2)2
+

3

8
K2

a dosad́ıme z předchoźıho za K2. Dostaneme

K3 =
x

8(x2 + 2)2
+

3

8

(
x

4(x2 + 2)
+

1

4
√

2
arctg

x√
2

)
a po úpravě

K3 =
x

8(x2 + 2)2
+

3x

32(x2 + 2)
+

3

32
√

2
arctg

x√
2

Př́ıklad. Vypočteme integrál ∫
3x− 6

(x2 + 2)3
dx

Integrál rozděĺıme na lineárńı kombinaci integrál̊u

3

∫
x

(x2 + 2)3
dx− 6

∫
1

(x2 + 2)3
dx,

prvńı integrál vypočteme bud’ substitućı t = x2 + 2 nebo pomoćı vzorce (5)∫
x

(x2 + 2)3
dx =

−1

4(x2 + 2)2
,

druhý jsme spoč́ıtali výše. Zkompletováńım výsledk̊u (a pokráceńım zlomk̊u)
dostaneme∫

3x− 6

(x2 + 2)3
dx = − 3

4(x2 + 2)2
− 3x

4(x2 + 2)2
− 9x

16(x2 + 2)
− 9

16
√

2
arctg

x√
2
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3.3 Rozklad na součet parciálńıch zlomk̊u

Připomeneme na př́ıkladu rozklad na součet parciálńıch zlomk̊u. Vezmene
funkci z úvodńı kapitoly a vyjádř́ıme ji jako lineárńı kombinaci parciálńıch
zlomk̊u

x

x4 − 1
=

A

x+ 1
+

B

x− 1
+

C

x2 + 1
+

Dx

x2 + 1

Naš́ım úkolem je nyńı spoč́ıtat takové hodnoty č́ısel A až D, aby se výrazy
rovnaly pro všechna reálná x mimo kořeny jmenovatele. Roznásob́ıme spo-
lečným jmenovatelem a dostaneme rovnici

x = A(x− 1)(x2 + 1) +B(x+ 1)(x2 + 1) + C(x2 − 1) +Dx(x2 − 1)

Po úpravě – roznásobeńı závorek a vytknut́ı koeficient̊u A až D – dostaneme

x = A(x3 − x2 + x− 1) +B(x3 + x2 + x+ 1) + C(x2 − 1) +D(x3 − x)

Připomeňme, že hledáme hodnoty č́ısel A až D takových, že daná rovnice
je splněná pro nekonečně mnoho x. To je možné jen pokud se všechny členy
na levé a pravé straně odečtou a po úpravě vyjde rovnice 0 = 0. Odtud
dostaneme rovnice pro A až D – porovnáme koeficienty u stejných mocnin
na levé a pravé straně.

0 = A+B +D

0 = −A+B + C

1 = A+B −D
0 = −A+B − C

Soustavu vyřeš́ıme některou metod lineárńı algebry a dostaneme A = 1
4
,

B = 1
4
, C = 0, D = −1

2
.

Odtud dostaneme rozklad – vyjádřeńı složitěǰśıho zlomku jako součet jed-
nodušš́ıch výraz̊u.

x5

x4 − 1
= x+

1/4

x+ 1
+

1/4

x− 1
+
−x/2
x2 + 1

3.4 Proč rozklad na parciálńı zlomky funguje

Detailńı analýza by byla rozsáhlá, proto jen uvedeme hlavńı myšlenku pro
konkrétńı př́ıpad jmenovatele. Zvoĺıme ho přitom dostatečně obecně, aby bylo
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vidět, jak postupovat v jiných př́ıpadech.

R(x) =
P (x)

(x− 1)2(x2 + 5)3
(3.2)

Stupeň jmenovatele je osm, proto je stupeň polynomu P v čitateli nejvýše
sedm a obsahuje osm parametr̊u

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + a5x

5 + a6x
6 + a7x

7

Racionálńı funkci R můžeme vyjádřit jako lineárńı kombinaci osmi funkćı.
Pro zkráceńı zápisu označ́ıme jmenovatel J(x) = (x− 1)2(x2 + 5)3

1
J(x)

x
J(x)

x2

J(x)
x3

J(x)
x4

J(x)
x5

J(x)
x6

J(x)
x7

J(x)
(3.3)

Úloha. Ukažte, že výše uvedených osm funkćı je lineárně nezávislých.

Rozklad na parciálńı zlomky odpov́ıdá vyjádřeńı funkce R jako lineárńı
kombinace funkćı

1
x−1

1
(x−1)2

1
x2+5

x
x2+5

1
(x2+5)2

x
(x2+5)2

1
(x2+5)3

x
(x2+5)3

(3.4)

Úloha. Ukažte, že každou funkci z (3.4) je možné vyjádřit jako lineárńı
kombinaci funkćı z (3.3).

Formulace problému. Při otázce v záhlav́ı kapitolky nás zaj́ımá, zda je
možné každou funkci z (3.2) vyjádřit jako lineárńı kombinaci funkćı z (3.4).

Úloha. Rozmyslete si, že k odpovědi ano na zformulovaný problém stač́ı
ukázat, že funkce z (3.4) jsou lineárně nezávislé.

Poznámka. Důkaz lineárńı nezávislosti zmiňované v úloze dělat nebudeme.

3.5 Integrace bez rekurentńı formule

Na př́ıkladě ukážeme integraci s použit́ım rekurentńı formule a alternativńı
postup bez rekurentńı formule. V závěru budeme diskutovat, jak a proč tento
postup funguje v obecném př́ıpadě.
Př́ıklad. Rozlož́ıme na parciálńı zlomky a následně zintegrujeme výraz

4x2

(x2 + 1)2
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Standardńı parciálńı zlomky jsou

A

x2 + 1
+

Bx

x2 + 1
+

C

(x2 + 1)2
+

Dx

(x2 + 1)2
(3.5)

Výpočet dá A = 4, B = 0, C = −4, D = 0, tedy

4x2

(x2 + 1)2
=

4

x2 + 1
− 4

(x2 + 1)2

Prvńı integrál je ∫
4

x2 + 1
= 4 arctg(x)

druhý spoč́ıtáme pomoćı rekurentńı fomrule∫
4

(x2 + 1)2
= 4K2 = 4

(
x

2(x2 + 1)
+

1

2
K1

)
=

2x

x2 + 1
+ 2 arctg(x)

Výsledek pak je∫
4x2

(x2 + 1)2
= 4 arctg(x)−

(
2x

x2 + 1
+ 2 arctg(x)

)
a po úpravě ∫

4x2

(x2 + 1)2
= 2 arctg(x)− 2x

x2 + 1

Alternativńı postup je uvědomit si, že(
1

x2 + 1

)′
=

−2x

(x2 + 1)2

(
x

x2 + 1

)′
=

1− x2

(x2 + 1)2
(3.6)

a použ́ıt při rozkladu na parciálńı zlomky jinou bázi

4x2

(x2 + 1)2
=

A

x2 + 1
+

Bx

x2 + 1
+
−2Cx

(x2 + 1)2
+
D(1− x2)
(x2 + 1)2

Standardńım postupem jako při rozkladu na parciálńı zlomky dostaneme
A = 2, B = 0, C = 0, D = −2 a odtud dostaneme

4x2

(x2 + 1)2
=

2

x2 + 1
+
−2(1− x2)
(x2 + 1)2
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a zintegrováńım (zde je podstatné, že k druhému zlomku máme integrál bez
výpočtu, stač́ı se pod́ıvat na (3.6))∫

4x2

(x2 + 1)2
dx = 2 arctg(x)− 2x

x2 + 1

Ještě se zamysleme nad t́ım, jak a proč takový postup bude fungovat
v obecném př́ıpadě. Vrat’me se k baźım (3.3), (3.4). Zde bychom použili
parciálńı zlomky

1
x−1

1
(x−1)2

1
x2+5

x
x2+5

(
1

x2+5

)′ (
x

x2+5

)′ (
1

(x2+5)2

)′ (
x

(x2+5)2

)′
(3.7)

Prvńı, co je dobré si uvědomit, je, že derivaćı zlomku s kořenem násobnosti n
ve jmenovateli dostaneme zlomek s kořenem násobnosti n + 1. Pak je vidět,
že zlomky v (3.7) lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci zlomk̊u z (3.3). Zbývá
dokázat, že jsou zlomky v (3.7) lineárně nezávislé (a že jich je správný počet
– stejný, jako je dimenze prostoru). Odtud plyne, že tvoř́ı bazi lineárńıho
obalu (3.3), a tedy je možné je úspěšně použ́ıt na rozklad funkce (3.2).

Následuj́ıćı úlohy procvičuj́ı lineárńı závislost/nezávislost funkćı.
Úloha. Ukažte, že funkce v1, v2, v3, v4 jsou lineárně závislé

v1(x) = (x− 1)2, v2(x) = (x− 2)2, v3(x) = (x− 3)2, v4(x) = (x− 4)2

zat́ımco funkce u1, u2, u3, u4 jsou lineárně nezávislé

u1(x) = (x− 1)3, u2(x) = (x− 2)3, u3(x) = (x− 3)3, u4(x) = (x− 4)3

a rozhodněte, zda jsou lineárně závislé funkce s1, s2, s3, s4

s1(x) = sin(x− 1), s2(x) = sin(x− 2), s3(x) = sin(x− 3), s4(x) = sin(x− 4)

3.6 Úlohy na procvičeńı

1. Ukažte platnost vzorc̊u 1, 2, 4 z kapitoly 3.2.

2. Napǐste vzorce 5, 6 z kapitoly 3.2 (tj. spoč́ıtejte derivace v integrálu).

3. Nalezněte primitivńı funkci k x 7→ 1
x2−6x+12

. Určete interval k této
primitivńı funkci.

4. Určete primitivńı funkci k x 7→ 8
x2−4 na (−2, 2).

5. Určete primitivńı funkci k x 7→ x4

(x2+4)2
na R.



Kapitola 4

Metoda substituce

Princip substituce vysvětĺıme na následuj́ıćım př́ıkladu. Rovnici (4.1) neu-
mı́me vyřešit př́ımo, a tak ji v A převedeme na kvadratickou rovnici, kterou
vyřešit umı́me. Zpětnou substitućı se pak v C od kořen̊u kvadratické rovnice
dostaneme ke kořen̊um rovnice (4.1).

4x − 2x+3 + 12 = 0 (4.1)

A. Substitućı t = 2x převedeme rovnici (4.1) na kvadratickou rovnici

t2 − 8t+ 12 = 0

B. Vyřeš́ıme kvadratickou rovnici: dostaneme t1 = 2, t2 = 6.

C. Vrát́ıme se k p̊uvodńı rovnici: řešeńı x1, x2 vypočteme ze vztah̊u

2x1 = 2 2x2 = 6

Dostaneme x1 = 1, x2 = log 6/ log 2.

U integrál̊u je mechanismus obdobný: integrál, který neumı́me spoč́ıtat př́ı-
mo, převedeme substitućı na integrál, který spoč́ıtat umı́me a pak se zpětnou
substitućı vrát́ıme k výsledku p̊uvodńıho integrálu.

4.1 Substituce a derivace složené funkce

Substituce v integrálu je odvozená od pravidla pro derivováńı složené funkce,
proto si toto pravidlo připomeneme

(F (g(x)))′ = F ′(g(x))g′(x)

21
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Uvažujme funkce

F : y 7→ exp(y) g : x 7→ x2

tedy F (y) = exp(y), g(x) = x2 a F (g(x)) = exp(x2). Pravidlo pro derivaci
složené funkce dá

(exp(x2))′ = exp(x2) 2x

Označme f derivaci funkce F , tedy F ′ = f . Pak dostaneme obecněǰśı
pravidlo

(F (x2))′ = f(x2) 2x

Máme-li spoč́ıtat integrál
∫
f(x2)2xdx, stač́ı, když spoč́ıtáme integrál

∫
f(y)dy,

a do výsledku dosad́ıme y = x2.

Podobně pro g(x) = x3 dostaneme

(F (x3))′ = f(x3) 3x2

a tedy při výpočtu integrálu
∫
f(x3) 3x2 dx stač́ı nalézt integrál

∫
f(y) dy a

do výsledku dosadit y = x3.

Podobně pro g(x) = sin(x) je

(F (sin(x))′ = f(sin(x)) cos(x)

a při výpočtu integrálu
∫
f(sin(x)) cos(x) dx stač́ı nalézt integrál

∫
f(y) dy

a do výsledku dosadit y = cos(x).

Odtud plyne, že problém výpočtu primitivńı funkce (4.3) lze převést sub-
stitućı t = g(x) na problém (4.2)

t 7→ F (t) je primitivńı funkćı t 7→ f(t) (4.2)

x 7→ F (g(x)) je primitivńı funkćı x 7→ f(g(x))g′(x) (4.3)

Vod́ıtkem při prováděńı substituce pro nás bude vyjádřeńı derivace jako
pod́ılu nekonečně malých př́ır̊ustk̊u – vztah mezi proměnnými t = g(x) zde-
rivujeme

g′(x) =
dt

dx

a odtud vyjádř́ıme dt
dt = g′(x) dx
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V problémech (4.2), (4.3) tedy dosazujeme t = g(x), dt = g′(x) dx, a t́ım
převád́ıme integrál Ix na integrál It

It =

∫
f(t) dt Ix =

∫
f(g(x))g′(x) dx

Zpětná substituce pak je t = g(x).

Druhá možnost substituce je převést integrál It na integrál Ix. Pak pro
zpětnou substituci potřebujeme inverzńı funkci x = g−1(t).

Dostaneme tak dvě substitučńı metody

1. Integrál
∫
f(g(x))g′(x) dx převedeme substitućı na integrál

∫
f(t) dt,

který spoč́ıtáme. Výsledek označ́ıme F (t) a dosad́ıme do něj zpětnou
substituci. Dostaneme F (g(x)). Symbolicky celý proces zaṕı̌seme∫

f(g(x))g′(x) dx 99K
∫
f(t) dt 99K F (t) 99K F (g(x))

2. Integrál
∫
f(t) dt převedeme substitućı na integrál

∫
f(g(x))g′(x) dx,

který spoč́ıtáme. Výsledek označ́ıme G(x) a dosad́ıme do něj zpětnou
substituci. Dostaneme G(g−1(t)). Symbolicky celý proces zaṕı̌seme∫

f(t) dt 99K
∫
f(g(x))g′(x) dx 99K G(x) 99K G(g−1(t))

4.2 Př́ıklady na obě substitučńı metody

Spoč́ıtáme př́ıklady, na které můžeme použ́ıt obě substitučńı metody a pouká-
žeme na rozd́ıly mezi metodami. V daľśıch kapitolách pak uvedeme př́ıklady,
které lze spoč́ıtat jen jednou z uvedených metod.

Př́ıklad.
Chceme spoč́ıtat integrál ∫

exp(3t) + 1

exp(2t) + 1
dt (4.4)

Použijeme substituci x = exp(t) – zde je podstatné, že exp(2t) = x2 a po-
dobně lze upravit exp(3t). Pomoćı inverzńı funkce vyjádř́ıme t = log(x) a
zderivujeme: dt = 1

x
dx. Dosad́ıme do integrálu (4.4)∫

x3 + 1

x2 + 1

1

x
dx (4.5)
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Dostali jsme integrál z racionálńı funkce – vyděĺıme a rozlož́ıme na parciálńı
zlomky (uvád́ıme výsledek, výpočet necháme na čtenáři)

x3 + 1

(x2 + 1)x
= 1 +

1

x
− 1

x2 + 1
− x

x2 + 1

zintegrujeme∫
1 +

1

x
− 1

x2 + 1
− x

x2 + 1
dx = x+ log(x)− arctg(x)− 1

2
log(x2 + 1)

a dosad́ıme zpět x = exp(t). Dostaneme∫
exp(3t) + 1

exp(2t) + 1
dt = exp(t) + t− arctg(exp(t))− 1

2
log(exp(2t) + 1)

Chceme-li udělat zkoušku, zderivujeme výsledek a uprav́ıme.

Pro použit́ı druhé metody integrál naṕı̌seme s integračńı proměnnou x.
Děláme to ve shodě s předchoźı kapitolou a jen proto, aby se čtenář lépe
zorientoval. Při běžných výpočtech na označeńı proměnné nezálež́ı.∫

exp(3x) + 1

exp(2x) + 1
dx (4.6)

Použijeme stejnou substituci t = exp(x), ale tentokrát nebudeme poč́ıtat
inverzńı funkci. Substitučńı vztah zderivujeme dt = exp(x) dx a integrál
(4.6) uprav́ıme do tvaru vhodného pro substituci – rozš́ı̌ŕıme výrazem exp(x)∫

exp(3x) + 1

(exp(2x) + 1) exp(x)
exp(x) dx

a provedeme substituci ∫
t3 + 1

(t2 + 1)t
dt

Vid́ıme, že jsme dostali stejný integrál jako při použit́ı předchoźı metody,
viz (4.5). To nepřekvapuje, protože substituce je stejná, lǐśı se jen zp̊usobem
provedeńı. Proto i výsledek bude stejný∫

exp(3x) + 1

exp(2x) + 1
dx = exp(x) + x− arctg(exp(x))− 1

2
log(exp(2x) + 1)
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Srovnáńı metod. V prvńı metodě jsme potřebovali inverzńı funkci k sub-
stituci. Provedeńı substituce bylo př́ımočaré. Ve druhé jsme nepotřebovali
inverzńı funkci k substituci. Před provedeńım substituce jsme integrál upra-
vili.

Za zmı́nku stoj́ı, že v jedné metodě derivujeme starou proměnnou podle
nové a ve druhé novou proměnnou podle staré.

Zd̊urazněme, že je potřeba ovládat obě metody, protože některé integrály
je možné spoč́ıtat jen jednou z nich. Takové př́ıklady uvedeme v daľśıch
kapitolách. Zde ještě zintegrujeme jednu funkci oběma metodami.

Př́ıklad.
Chceme spoč́ıtat integrál ∫

t

1 +
√
t

dt (4.7)

K odstranněńı odmocniny použijeme substituci t = x2, ze které odvod́ıme
dt = 2x dx, dosad́ıme do integrálu a uprav́ıme∫

x2

1 +
√
x2

2x dx =

∫
2x3

1 + x
dx (4.8)

Poznamenejme, že jsme upravili
√
x2 na x (tj. pro kladné x, viz poznámka pod

př́ıkladem). Dostali jsme integrál z racionálńı funkce. Vyděleńım dostaneme

2x3

1 + x
= 2x2 − 2x+ 2− 2

1 + x

a zintegrováńım∫
2x2 − 2x+ 2− 2

1 + x
dx =

2

3
x3 − x2 + 2x− 2 log(1 + x)

Po zpětné substituci x =
√
t dostaneme výsledek∫

t

1 +
√
t

dt =
2

3

√
t3 − t+ 2

√
t− 2 log(1 +

√
t) (4.9)

Chceme-li provést zkoušku, zderivujeme výsledek a uprav́ıme.

Poznamenejme, že jsme v tomto př́ıkladě mohli vyjádřit x jinak, a sice
x = −

√
t. Pak bychom v (4.8) upravili

√
x2 = −x. Po zpětné substituci by

výsledek vyšel stejně jako v (4.9).
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Integrál (4.7) spoč́ıtáme stejnou substitućı, ale druhou metodou∫
x

1 +
√
x

dx t =
√
x

Zderivujeme: dt = 1
2
√
x

dx, před substitućı integrál uprav́ıme – rozš́ı̌ŕıme

výrazem 2
√
x ∫

2x
√
x

1 +
√
x

1

2
√
x

dx

a provedeme substituci ∫
2t2t

1 + t
dt

Daľśı výpočet je stejný jako nahoře a vede ke stejnému výsledku.

4.3 Úlohy na procvičeńı

1. Nalezněte primitivńı funkci k funkci

y 7→ 1 +
√
y3

y2 + y

Výpočet proved’te dvakrát – substitucemi z =
√
y, u = −√y. Sub-

stituci proved’te metodou podle svého výběru (možné jsou obě). Po
výpočtu udělejte zkoušku.

2. Nalezněte primitivńı funkci k funkci

y 7→ 1

1 + exp(y)

Substituci proved’te oběma metodami. Po výpočtu udělejte zkoušku.

3. Zvolte substituci tak, abyste se zbavili odmocnin, tj. převed’te integrál
substitućı na integrál z racionálńı funkce. Integrál poté spoč́ıtejte a
udělejte zkoušku. ∫

1
√
y + 3
√
y

dy

Návod: použijte substituci y = zn pro vhodně zvolené n.



4.4. SUBSTITUCE BEZ INVERZNÍ FUNKCE 27

4.4 Substituce bez inverzńı funkce

U tohoto druhu substituce je potřeba źıskat cit pro volbu substituce. Budeme
proto vysvětlovat, co nás k jej́ı volbě vede.

1. Spoč́ıtáme integrál
∫
x exp(−x2) dx.

Zvoĺıme substituci y = x2. Proč je vhodné zvolit zrovna tuto substituci
vysvětĺıme později, nejdř́ıv integrál spoč́ıtáme. Zderivujeme substituci
dy = 2x dx, uprav́ıme integrál tak aby obsahoval výraz 2x dx, za který
dosad́ıme dy a dosad́ıme i y za x2∫

x exp(−x2) dx =

∫
1
2

exp(−x2) 2x dx =

∫
1
2

exp(−y) dy

Zintegrujeme – použijeme přitom lineárńı substituci, kterou se po-
stupně, jak budeme źıskávat zkušenosti, nauč́ıme dělat zpaměti∫

1
2

exp(−y) dy = −1
2

exp(−y)

Zpětnou substitućı źıskáme výsledek∫
x exp(−x2) dx = −1

2
exp(−x2)

Zderivováńım výsledku uděláme zkoušku.

Poznámka: Integrál jsme mohli spoč́ıtat i substitućı t = −x2, dostali
bychom integrál z exp(t) a ušetřili si lineárńı substituci. Při výběru
substituce je podstatné, že integrujeme součin výraz̊u, z nichž jeden
obsahuje x2 (snadno do něj za x2 dosad́ıme) a druhý je derivaćı x2, až
na faktor 2, který snadno źıskáme úpravou. Stejná substituce by byla
možná i v př́ıpadě, že by pod integrálem bylo x3 mı́sto x∫

x3 exp(−x2) dx =

∫
1

2
x2 exp(−x2) 2x dx = 1

2

∫
y exp(−y) dy

Integrál po substituci bychom spoč́ıtali metodou integrace po částech
(per partes), kterou probereme v jedné z daľśıch kapitol. Mı́sto x3 by
mohla být jakákoliv mocnina s lichým exponentem. Pro mocninu se
sudým exponentem naopak substituce neńı vhodná. Po úpravě bychom
dostali ∫

x2 exp(−x2) dx =

∫
1
2
x exp(−x2) 2x dx
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Zde by nám dělalo problém dosazeńı za x. Sice by bylo možné sub-
stituci dokončit volbou x =

√
y, př́ıpadně x = −√y podle toho, na

jakém intervalu primitivńı funkci hledáme, ale dostali bychom integrál
obsahuj́ıćı odmocninu, který neumı́me spoč́ıtat∫

1
2
x exp(−x2) 2x dx = 1

2

∫
√
y exp(−y) dy

2. Spoč́ıtáme integrál
∫

x
x2+5

dx.

Stejně jako v předchoźım př́ıkladě máme součin dvou výraz̊u, kde jeden
obsahuje x2 a druhý snadno můžeme upravit na 2x, tedy derivaci x2.
Zvoĺıme proto substituci stejně jako v předchoźım př́ıkladě: y = x2,
dy = 2x dx. Uprav́ıme integrál a provedeme substituci∫

x

x2 + 5
dx =

∫
1

2(x2 + 5)
2x dx =

∫
1

2(y + 5)
dy

Zintegrujeme (opět za pomoci lineárńı substituce, kterou provedeme
zpaměti) ∫

1

2(y + 5)
dy = 1

2
log |y + 5|

Zpětnou substitućı źıskáme výsledek∫
x

x2 + 5
dx = 1

2
log(x2 + 5)

Opět provedeme zkoušku zderivováńım.

Poznámky:
Mohli jsme použ́ıt substituci t = x2 + 5 a vyhnuli bychom se lineárńı
substituci.
Také jsme tento integrál mohli spoč́ıtat dosazeńım do vzorce z kapitoly
o integraci parciálńıch zlomk̊u. Zde jsme výpočet provedli kv̊uli pro-
cvičeńı.
Otázka: Proč jsme mohli vynechat ve výsledku absolutńı hodnotu?

3. Spoč́ıtáme integrál
∫

x2

x6+1
dx.

Všimneme si, že x2 je až na faktor 3 derivaćı x3 a že x6 snadno uprav́ıme
do tvaru vhodného pro substituci za x3∫

x2

x6 + 1
dx =

∫
1

3((x3)2 + 1)
3x2 dx
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Po substituci y = x3 dostaneme integrál∫
1

3(y2 + 1)
dy

Spoč́ıtáme ho ∫
1

3(y2 + 1)
dy = 1

3
arctg(y)

Zpětnou substitućı źıskáme výsledek∫
x2

x6 + 1
dx = 1

3
arctg(x3)

Zderivováńım uděláme zkoušku.

Poznámka: Kdybychom si nevšimli možnosti substituce, mohli by-
chom integrál spoč́ıtat rozkladem na parciálńı zlomky. Začali bychom
rozkladem jmenovatele na součin

x6 + 1 = (x2)3 + 1 = (x2 + 1)(x4 − x2 + 1)

= (x2 + 1)[(x2 + 1)2 − (
√

3x)2]

= (x2 + 1)(x2 +
√

3x+ 1)(x2 −
√

3x+ 1)

Pak bychom provedli rozklad

x2

x6 + 1
=
Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

x2 +
√

3x+ 1
+

Ex+ F

x2 −
√

3x+ 1

a spoč́ıtali A = 0, B = −1/3, C = 0, D = 1/6, E = 0, F = 1/6. Dva
zlomky bychom doplnili na čtverec

1

x2 ±
√

3x+ 1
=

1

(x±
√

3/2)2 + 1/4

a zintegrovali (integrace je jen dosazeńı do vzorc̊u, úpravy typu 1
6

1
1/2

=
1
3

a (x+
√

3/2)/(1/2) = 2x+
√

3 necháme na čtenáři)∫
x2

x6 + 1
dx = −1

3
arctg(x) + 1

3
arctg(2x+

√
3) + 1

3
arctg(2x−

√
3)

Výsledek se na prvńı pohled lǐśı od výsledku nahoře. Z jednoznačnosti
integrálu plyne, že se lǐśı maximálně o konstantu. Dosazeńım x = 0
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a použit́ım toho, že arkustangens je lichá funkce, tedy arctg(−
√

3) =
− arctg(

√
3) dostaneme hodnotu této konstanty – zjist́ıme, že je rovna

nule a výsledky se tedy rovnaj́ı.
Ověřit, že se rovnaj́ı, můžeme např́ıklad použit́ım součtového vzorce
pro tangens tg(x+ y) = (tg(x) + tg(y))/(1− tg(x) tg(y)) a z něj odvo-
zeného vztahu arctg(X) + arctg(Y ) = arctg( X+Y

1−XY
)

4. Spoč́ıtáme integrál
∫
x3
√
x4 + 1 dx.

Všimneme si zase, že x3 je až na faktor 4 rovno derivaci x4. Můžeme
tedy integrál upravit na∫

x3
√
x4 + 1 dx =

∫
1
4

√
x4 + 1 4x3 dx

a provést substituci y = x4∫
1
4

√
x4 + 1 4x3 dx =

∫
1
4

√
y + 1 dy

Integrál spoč́ıtáme lineárńı substitućı∫
1
4

√
y + 1 dy = 1

4

∫
(y + 1)1/2 = 1

4
2
3
(y + 1)3/2 = 1

6

√
(y + 1)3

Zpětnou substitućı źıskáme výsledek∫
x3
√
x4 + 1 dx = 1

6

√
(x4 + 1)3

Zkoušku provedeme zderivováńım výsledku.

Poznámka: Mohli jsme použ́ıt substituci t = x4 + 1.

5. Spoč́ıtáme integrál
∫

1
x(log(x)+1)

dx.

Všimneme si, že faktor 1
x

je derivaćı logaritmu, a tedy po úpravě∫
1

x(log(x) + 1)
dx =

∫
1

log(x) + 1

1

x
dx

lze udělat substituci y = log(x), dy = 1
x

dx∫
1

log(x) + 1

1

x
dx =

∫
1

y + 1
dy
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Integrál spoč́ıtáme lineárńı substitućı∫
1

y + 1
dy = log |y + 1|

Zpětnou substitućı dostaneme výsledek∫
1

x(log(x) + 1)
dx = log | log(x) + 1|

6. Spoč́ıtáme integrál
∫

(sin(x))5 dx.

V předchoźıch př́ıkladech byla volba substituce intuitivńı, tady tomu
tak neńı. To, že ńıže uvedená substituce funguje, je založeno na úpravě

(sin(x))5 = (sin(x))4 sin(x) = ((sin(x))2)2 sin(x) (4.10)

= (1− (cos(x))2)2 sin(x)

Zde si všimneme, že sinus je až na znaménko derivaćı kosinu, a tedy lze
provést substituci y = cos(x), dy = − sin(x) dx∫

(sin(x))5 = −
∫

(1− (cos(x))2)2(− sin(x)) dx = −
∫

(1− y2)2 dy

Před integraćı umocńıme závorku

−
∫

(1− y2)2 dy = −
∫

1− 2y2 + y4 dy = −y + 2
3
y3 − 1

5
y5

a zpětnou substitućı źıskáme výsledek∫
(sin(x))5 dx = − cos(x) + 2

3
(cos(x))3 − 1

5
(cos(x))5

Pokud bychom chtěli udělat zkoušku, tak výsledek zderivujeme a pak
uprav́ıme podobně jako v (4.10).

Poznámka: Mocniny goniometrických funkćı se obvykle zapisuj́ı takto∫
sin5(x) dx = − cos(x) + 2

3
cos3(x)− 1

5
cos5(x)

Tento zápis je přehledněǰśı, takže ho doporučujeme použ́ıvat. Zápis
typu (sin(x))2 jsme zde zvolili proto, že význam obvyklého zápisu sin2(x)
by mohl též znamenat zkratku zápisu sin(sin(x)) a nechtěli jsme čtenáře
mást.
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7. Spoč́ıtáme integrál
∫

(cos(x))9 dx a budeme použ́ıvat zápis
∫

cos9(x) dx.

V předchoźım př́ıkladu bylo podstatné, že sinus byl umocněn na li-
chou mocninu, úpravou (4.10) jsme dostali sudou mocninu a do té jsme
snadno dosadili ze vzorce cos2(x) = 1− sin2(x). Zde máme lichou moc-
ninu kosinu a nab́ıźı se analogická úprava

cos9(x) = cos8(x) cos(x) = (1− sin2(x))4 cos(x) (4.11)

a tedy substituce y = sin(x), dy = cos(x) dx∫
cos9(x) dx =

∫
(1− sin2(x))4 cos(x) dx =

∫
(1− y2)4 dy

Před integraćı umocńıme dvojčlen v závorce∫
(1−y2)4 dy =

∫
1−4y2+6y4−4y6+y8 dy = y− 4

3
y3+ 6

5
y5− 4

7
y7+ 1

9
y9

Výsledek źıskáme zpětnou substitućı∫
cos9(x) dx = sin(x)− 4

3
sin3(x) + 6

5
sin5(x)− 4

7
sin7(x) + 1

9
sin9(x)

Zkoušku provedeme zderivováńım výsledku a úpravou (4.11).

4.5 Úlohy na procvičeńı

1. Nalezněte primitivńı funkce k funkćım

x 7→ x

(x2 + 4)2
x 7→ x

(x2 + 3)3
x 7→ x3

(x2 + 4)3

Poznámka: Použijte jakoukoliv metodu z této nebo z předchoźıch ka-
pitol.

2. Nalezněte primitivńı funkci k funkci

x 7→ sin4(x) cos5(x)

3. Nalezněte primitivńı funkci a udělejte zkoušku

x 7→ log(x) + 1

x(log(x)− 1)
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4. Nalezněte primitivńı funkci a udělejte zkoušku

x 7→ sin(x)√
2− cos(x)

(*5) Ukažte, že výsledky př́ıkladu 3 jsou stejné.

4.6 Substituce s inverzńı funkćı

Ukážeme použit́ı substitučńı metody na následuj́ıćıch integrálech. Volba sub-
stituce je intuitivńı jen v prvńım př́ıpadě, v daľśıch př́ıpadech je daná zku-
šenost́ı starš́ıch generaćı matematik̊u. Podstatné je, že všechny substituce
vedou na integrál z racionálńı funkce, který umı́me poč́ıtat. Ćılem tohoto
odstavce neńı umět zvolit substituci, budeme se soustředit jen na to, jak sub-
stituci provést.

O tom, jak zvolit substituci, pojednáme na konci kapitoly.∫ √
x+ 1

1− x
dx

∫ √
1 + 4x2 dx

∫
1

2 + cos(x)
dx

∫
1

1 + sin2(x)
dx

1. Spoč́ıtáme integrál
∫ √

x+1
1−x dx.

Použijeme substituci y =
√

x+1
1−x .

Vyjádř́ıme inverzńı funkci (podrobnosti necháme na čtenáři) x = y2−1
y2+1

.

Spoč́ıtáme derivaci (podrobnosti jsou opět na čtenáři) dx = 4y
(y2+1)2

dy.
Provedeme substituci∫ √

x+ 1

1− x
dx =

∫
y

4y

(y2 + 1)2
dy

Spoč́ıtáme integrál (viz jedna z předchoźıch kapitol)∫
4y2

(y2 + 1)2
dy = 2 arctg(y)− 2y

y2 + 1

Provedeme zpětnou substituci

2 arctg

√
x+ 1

1− x
−

2
√

(x+ 1)/(1− x)

(x+ 1)/(1− x) + 1
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a uprav́ıme na (opět podrobnosti necháme na čtenáři)

2 arctg

√
x+ 1

1− x
−
√

1− x2

Dostaneme tak výsledek∫ √
x+ 1

1− x
dx = 2 arctg

√
x+ 1

1− x
−
√

1− x2

Zkoušku opět spoč́ıtáme zderivováńım a úpravou.

2. Máme spoč́ıtat integrál
∫ √

1 + 4x2 dx.

Použijeme substituci

y = 2x+
√

1 + 4x2 (4.12)

Úpravami vyjádř́ıme inverzńı funkci

x =
y2 − 1

4y
(4.13)

Spoč́ıtáme derivaci, vztah je vhodné upravit na x = y
4
− 1

4y
, pak je

dx = (1
4

+ 1
4y2

) dy a po úpravě zpátky na zlomek dx = y2+1
4y2

dy

Nyńı potřebujeme provést substituci. To můžeme udělat mechanicky

√
1 + 4x2 =

√
1 + 4

(
y2 − 1

4y

)2

a pak si už́ıt úpravu výrazu. Daľśı možnost́ı je všimnout si, že ze vztahu
(4.12) lze vyjádřit odmocninu

√
4x2 + 1 = y − 2x a na pravé straně

dosadit z (4.13). Po úpravě dostaneme

√
4x2 + 1 = y − 2

y2 − 1

4y
=

2y2 − (y2 − 1)

2y
=
y2 + 1

2y

Provedeme substituci∫ √
4x2 + 1 dx =

∫
y2 + 1

2y

y2 + 1

4y2
dy
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Spoč́ıtáme integrál∫
(y2 + 1)2

8y3
dy =

∫
y4 + 2y2 + 1

8y3
dy =

∫
y

8
+

1

4y
+

1

8y3
dy

=
y2

16
+

1

4
log(y)− 1

16y2

Provedeme zpětnou substituci

(2x+
√

4x2 + 1)2

16
+

1

4
log(2x+

√
4x2 + 1)− 1

16(2x+
√

4x2 + 1)2

Výsledek je ještě možné upravit. Všimneme si, že plat́ı – úprava známá
z výpočtu limit –

1

2x+
√

4x2 + 1
=

2x−
√

4x2 + 1

4x2 − (4x2 + 1)
=

2x−
√

4x2 + 1

−1
= −2x+

√
4x2 + 1

Pomoćı této úpravy je možné upravit

(2x+
√

4x2 + 1)2− 1

(2x+
√

4x2 + 1)2
= (2x+

√
4x2 + 1)2−(−2x+

√
4x2 + 1)2

a posléze s použit́ım vzorc̊u (a+ b)2 − (a− b)2 = 4ab

(2x+
√

4x2 + 1)2 − (−2x+
√

4x2 + 1)2 = 4x
√

4x2 + 1

Dosazeńım do výsledku integrálu dostaneme∫ √
4x2 + 1 dx =

1

2
x
√

4x2 + 1 +
1

4
log(2x+

√
4x2 + 1)

Chcete-li si procvičit derivováńı a úpravu výraz̊u, proved’te zkoušku.

3. Spoč́ıtáme integrál
∫

1
2+cos(x)

dx.

Použijeme substituci y = tg(x/2) a vztahy, které dostanete jako hvě-
zdičkový př́ıklad k odvozeńı:

sin(x) =
2y

y2 + 1
cos(x) =

1− y2

1 + y2
(4.14)
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Spoč́ıtáme inverzńı funkci k substituci. Tady je dobré poznamenat, že
integrovaná funkce je definovaná na R, ale na tomto intervalu nemá
zvolená substituce inverzńı funkci. Námi spoč́ıtanou inverzńı funkci:
x = 2 arctg(y) dostaneme po zúžeńı intervalu pro x na x ∈ (−π, π).
Z inverzńı funkce pak vyjádř́ıme dx = 2

y2+1
dy a provedeme substituci∫

1

2 + cos(x)
dx =

∫
1

2 + (1− y2)/(1 + y2)

2

y2 + 1
dy

uprav́ıme (úpravy necháme na čtenáři) a zintegrujeme (zde jen do-
sad́ıme do vzorce)∫

1

2 + (1− y2)/(1 + y2)

2

y2 + 1
dy =

∫
2

y2 + 3
dy =

2√
3

arctg
y√
3

Výsledek dostaneme zpětnou substitućı∫
1

2 + cos(x)
dx =

2√
3

arctg
tg(x/2)√

3

Ještě poznámku k intervalu pro x: V úvodńı kapitole jsme zaváděli
primitivńı funkci na intervalu, ale většinou jsme se o něj při výpočtu
nestarali. Tady jsme našli primitivńı funkci na intervalu daného substi-
tućı, tedy na (−π, π). Integrovaná funkce je spojitá na R, a má tedy na
R primitivńı funkci. Všimneme si, že je integrovaná funkce periodická
a náš výsledek snadno použijeme i na daľśı intervaly. Primitivńı funkci
na R pak źıskáme

”
slepeńım“ primitivńıch funkćı přes jednotlivé in-

tervaly. Pozor ale na rychlý a nesprávný závěr, že výsledná primitivńı
funkce bude také periodická.

Chceme-li udělat zkoušku, zderivujeme výsledek a uprav́ıme – při ú-
pravě použijeme vzorce

sin2(x/2) =
1− cos(x)

2
cos2(x/2) =

1 + cos(x)

2
(4.15)

4. Spoč́ıtáme integrál ∫
1

1 + sin2(x)
dx

Mohli bychom použ́ıt substituci stejnou jako v minulém př́ıkladě a do-
stali bychom integrál∫

1

1 + (2y/(y2 + 1))2
2

1 + y2
dy
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který bychom nejdř́ıve rozš́ı̌rili výrazem 1 + y2, vydělili a zintegrovali∫
2y2 + 2

5y2 + 1
dy =

∫
2

5
+

8

25

1

y2 + 1/5
dy =

2

5
y +

8
√

5

25
arctg(y

√
5)

Zpětnou substitućı bychom dostali∫
1

1 + sin2(x)
dx =

2

5
tg(x/2) +

8
√

5

25
arctg(

√
5 tg(x/2))

V tomto př́ıpadě je možné použ́ıt i substituci t = tg(x) a vztahy

sin2(x) =
tg2(x)

1 + tg2(x)

cos2(x) =
1

1 + tg2(x)
(4.16)

sin(x) cos(x) =
tg(x)

1 + tg2(x)

Integrál po substituci potom bude∫
1

1 + t2

1+t2

1

1 + t2
dt

po úpravě ∫
1

1 + 2t2
dt

po integraci (vytkneme polovinu a dosad́ıme do vzorce)

1

2

∫
1

t2 + 1/2
dt =

√
2

2
arctg(

√
2t)

a po zpětné substituci∫
1

1 + sin2(x)
dx =

√
2

2
arctg(

√
2 tg(x))

Primitivńı funkci jsme našli na intervalu (−π/2, π/2). Na R ji rozš́ı̌ŕıme
podobně jako v předchoźım př́ıkladě.

Zkoušku opět uděláme zderivováńım a úpravou.
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4.6.1 Poznámky k substitućım

Použité substituce nazýváme Eulerovy. Na integrály obsahuj́ıćı výraz s od-
mocninou z kvadratického výrazu

√
ax2 + bx+ c je možné použ́ıt substituce

y =
√
ax+

√
ax2 + bx+ c v př́ıpadě a > 0 (4.17)

yx+
√
c =
√
ax2 + bx+ c v př́ıpadě c > 0 (4.18)

y =
√

(x− x1)/(x− x2) v př́ıpadě, že má výraz (4.19)

ax2 + bx+ c dva reálné kořeny x1, x2

My jsme použili substituci (4.17) na př́ıklad 1 a substituci (4.19) na př́ıklad
2.

Substituce za tg(x/2) je spolu se vztahy (4.14) univerzálńı substituce
pro integrály obsahuj́ıćı goniometrické funkce. Substituci za tg(x) je vhodné
použ́ıt v př́ıpadě, že neńı nutné ve vztaźıch (4.16) odmocňovat. Takovým byl
i př́ıklad 4.

TODO: NÁSLEDUJÍCÍ ÚVAHU JSEM DOPLNILA I DO PŘÍKLADŮ.
ZVÁŽÍM, JESTLI TO CELÉ JEŠTĚ NEPŘEFORMULOVAT.

Všimněte si, že integrované funkce v př́ıkladech 3, 4 jsou spojité na R
a maj́ı tedy primitivńı funkci na R. My jsme našli primitivńı funkci jen
na intervalu (−π, π) v př́ıkladu 3 a na intervalu (−π/2, π/2) v př́ıkladu 4.
Všimněte si, že jsou integrované funkce periodické a my jsme našli primitivńı
funkci na jedné jejich periodě. Primitivńı funkci na R pak źıskáme

”
slepeńım“

primitivńıch funkćı přes jednotlivé intervaly. Pozor ale na rychlý a nesprávný
závěr, že primitivńı funkce bude také periodická. Daľśı možné substituce jsou
za sin(x) a př́ıpadně cos(x). Jejich použit́ı jsme vysvětlili v kapitole 4.4.

4.7 Úlohy na procvičeńı

1. Nalezněte primitivńı funkci k funkci x 7→
√

1− x2 na intervalu (−1, 1)
a udělejte zkoušku.
Návod: Použijte substituci y =

√
(1− x)/(1 + x) a integrovanou funk-

ci upravte a dosad’te jen za x v závorce; za odmocninu dosad’te y.

√
1− x2 = (1 + x)

√
1− x
1 + x

2. Nalezněte primitivńı funkci k x 7→ 1√
x2+1

a udělejte zkoušku.
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(*3) Odvod’te vztahy (4.14) a (4.16).
V textu jsme spoč́ıtali primitivńı funkci k y = 1/(2 + cos(x)) na inter-
valu (−π, π). Popǐste primitivńı funkci na R.

4. Nalezněte primitivńı funkci k funkci f . Na jakém intervalu jste primi-
tivńı funkci nalezli? Má funkce f primitivńı funkci na větš́ım intervalu?

f : x 7→ 1
2+sin(x)−cos(x)

5. Převed’te integrál vhodnou substitućı na integrál z racionálńı funkce.
Na jakém intervalu má integrovaná funkce funkci primitivńı a na jakém
ji vámi zvolenou substitućı vypočtete?∫

sin(x) cos2(x)

sin2(x) + cos(x) + 2
dx


