
Newton-Leibnizova věta

Necht’ a, b ∈ R, a < b, I = [a, b], funkce f je spojitá na I . Pak existuj́ı oba integrály a

jsou si rovny

(R)

∫
b

a

f = (N)

∫
b

a

f

Větu použ́ıváme při výpočtu. Při aplikaćıch nás zpravidla zaj́ımá
Riemannův integrál, ale ḿısto něj poč́ıtáme Newtonův integrál.
Věta nás ujǐst’uje, že takový postup je v př́ıpadě spojité funkce
korektńı.



Důkaz Newton-Leibnizovy věty provedeme v několika kroćıch:

1. Dokážeme existenci Riemannova integrálu nejen na intervalu
[a, b], ale i na intervalu [a, t] pro t ∈ (a, b).

2. Bod 1 nám umožňuje definovat integrál s proměnnou horńı
meźı jako funkci R(t) = (R)

∫

t

a
f .

3. Ukážeme, že pro t ∈ (a, b) plat́ı R ′(t) = f (t).

4. Z bodu 3 plyne, že funkce R je primitivńı funkćı funkce f na
intervalu (a, b).

5. Limity této primitivńı funkce jsou

lim
t→b−

R(t) = (R)

∫

b

a

f lim
t→a+

R(t) = 0

6. Z bodu 5 plyne tvrzeńı věty.



Všimněte si, že při důkazu Newton-Leibnizovy věty zároveň
dokážeme, že funkce spojitá na uzav̌reném intervalu [a, b] má na
otev̌reném intervalu (a, b) primitivńı funkci. Tvrzeńı plat́ı i za
slabš́ıch předpokladů – stač́ı, že je funkce spojitá na (a, b),
např́ıklad log má primitivńı funkci na intervalu (0, 1).



V př́ıpadě, že je funkce f spojitá jen na otev̌reném intervalu (a, b),
nemuśı integrály existovat.

Riemannův integrál nebude existovat, pokud f neńı na (a, b)
omezená.

V Newtonově integrálu nemuśı existovat limity, př́ıpadně je jejich
rozd́ıl neurčitý výraz typu ∞−∞.

K zformulováńı věty nám pomůže pojem nevlastńıho Riemannova

integrálu:
Necht’ a, b ∈ R

∗ (p̌ripomeňme, že hvězdička znač́ı R∗ = R ∪ {−∞,+∞}),
a < b, funkce f je pro každé β ∈ (a, b) Riemannovsky
integrovatelná na [a, β]. Necht’ existuje limita

lim
β→b−

(R)

∫ β

a

f

Pak tuto limitu nazýváme nevlastńım Riemannovým integrálem

funkce f na intervalu [a, b].



Podobně nazýváme nevlastńım Riemannovým integrálem limitu

lim
α→a+

(R)

∫

b

α

f

př́ıpadně dvojnásobnou limitu

lim
β→b−

(

lim
α→a+

(R)

∫ β

α

f

)

Nevlastńı Riemannův integrál budeme značit stejně jako
Riemannův.



Newton-Leibnizova věta (pro nevlastńı Riemannův integrál)

Necht’ a, b ∈ R
∗, a < b, funkce f je spojitá na I = (a, b). Pak na intervalu [a, b] pro

funkci f existuje nevlastńı Riemann̊uv integrál právě když existuje Newton̊uv integrál a

tyto integrály jsou si rovny

(R)

∫
b

a

f = (N)

∫
b

a

f


