
Úlohy z exponenciálńıch a logaritmických funkćı

*1 Mocniny reálného č́ısla a s exponentem n ∈ N jsou definovány:

a1 = a pro n = 1

an = an−1a pro n ≥ 2

Dokažte matematickou indukćı, že pro m,n ∈ N plat́ı

an+m = anam

*2 Do jednoho obrázku načrtněte grafy mocninných funkćı x 7→ x, x 7→ x2,
x 7→ x3, x 7→

√
x, x 7→ x

√
x, x 7→ 3

√
x, x 7→ 3

√
x2. Vysvětlete, kde a jak

se na těchto grafech projev́ı monotonie exponenciálńı funkce.
Návod: kde se na těchto grafech objev́ı pro a ∈ R hodnoty a2, a3, a1/2 . . . ?

3. Zjistěte, zda lze spojitě rozš́ı̌rit funkce na R

x 7→ exp(−1/x) x 7→ exp(−1/x6)

4a Zjistěte, zda nabývá funkce f na intervalu I svého maxima a minima
a př́ıpadně určete jejich hodnoty.

f(x) = (x2 − x− 1) exp(−3x), I = (0, 5)

4b Stejná f , I = (0,+∞).

4b Stejná f , I = (−2,+∞).

4c Stejná f , I = R.

5a Určete definičńı obor a obor hodnot funkce

f(x) = x2 exp(−x)

5b
f(x) = exp(−x2 + x)

5c
f(x) =

√
x log x



5d
f(x) = x log

√
x

6a Určete definičńı obor a nalezněte intervaly, na nichž je funkce mo-
notonńı. Zamyslete se, zda jsou vámi nalezené intervaly maximálńı,
speciálně si rozmyslete, zda lze do intervalu zahrnout krajńı body.

f(x) = (1 + x) exp(−x2)

*6b
f(x) = |1 + x| exp(−x2)

6c

f(x) = log

√
1− x

1 + x

*6c Dokážete úlohu vyřešit bez použit́ı derivace?

7. Určete definičńı obor funkce f a zjistěte, zda ji lze spojitě rozš́ı̌rit do
krajńıch bod̊u definičńıho oboru

f(x) =

√
3x− 2− x2

log(2− x)

8. Vypočtěte limity funkce f v nule a ±∞

f(x) =
(
1 + 1

x

)x
9a Napǐste rovnici tečny ke grafu funkce f v jeho bodě [1, f(1)] a tečnu

načrtněte
f(x) = exp(x−

√
x)

9b V bodě [−1, f(−1)]

f(x) = log

√
2− x

2 + x
.

*10 Načrtněte grafy funkćı hyperbolický sinus a hyperbolický kosinus

sinh(x) =
exp(x)− exp(−x)

2
cosh(x) =

exp(x) + exp(−x)

2



11. Nechte si softwarem vykreslit grafy funkćı hyperbolický sinus a hy-
perbolický kosinus. Nad grafy přemýšlejte o vlastnostech těchto funkćı
(monotonie, sudost, lichost, limity v nekonečnech). Jak byste tyto vlast-
nosti zjistili bez pohledu na graf?

Následuj́ıćı úlohy nejsou určeny pro cvičeńı.

(*12) Zamyslete se nad t́ım, proč je 20 = 1. Pro které základy plat́ı a0 = 1?
Proč je 21/2 =

√
2, proč je 2−1 = 1/2?

A obecně: proč je ap/q = q
√
ap a a−p = 1/ap?

Kde je chyba v: −1 = (−1)3 = (−1)6/2 =
√

(−1)6 =
√

1 = 1?

Vycháźıme ze situace, kdy jste se naučili pracovat s mocninami s klad-
ným přirozeným exponentem a chcete je nějakým rozumným zp̊usobem
zobecnit na př́ıpad s reálným exponentem. Výše uvažujeme racionálńı
exponent. Daľśı otázka by mohla být: jaký význam dáme mocnině s ex-
ponentem

√
2? Např́ıklad 2

√
2.

(*13) Ukažte, že lze funkci f spojitě rozš́ı̌rit do nuly a ukažte, že toto rozš́ı̌reńı
má v nule všechny derivace nulové. Co to znamená pro Taylorovy po-
lynomy této funkce v nule?

f(x) = exp(−1/x2)

(*14) Vyjádřete pomoćı logaritmu funkce

(a) hyperbolický arkus sinus arcsinh = sinh−1

(b) hyperbolický arkus kosinus arccosh = (cosh|[0,+∞))
−1


