
Úlohy z goniometrických funkćı

1. Ze součtových vzorc̊u pro sinus a kosinus odvod’te vzorce pro sinus a
kosinus dvojnásobného a polovičńıho argumentu.

2. Odvod’te vztahy pro derivace funkćı cos, tg, cotg. Derivaci kosinu od-
vod’te z definice, na tangens a kotangens použijte pravidlo o derivaci
pod́ılu.
Pro derivace funkćı tangens a kotangens odvod’te oba tvary

tg′(x) =
1

cos2(x)
= 1 + tg2(x)

cotg′(x) = − 1

sin2(x)
= −1− cotg2(x)

3. Napǐste Taylor̊uv polynom stupně dvanáct v bodě nula funkce kosinus
a Taylor̊uv polynom stupně tři v bodě nula funkce tangens.

4a Nalezněte intervaly, na nichž je funkce f rostoućı. Hledejte intervaly
maximálńı vzhledem k inkluzi, speciálně si rozmyslete, zda lze do in-
tervalu zahrnout krajńı body.

f(x) = sin(x) + cos2(x)

4b
f(x) = sin(x) + cos(x)

4c
f(x) = sin3(x) + cos3(x)

*4d
f(x) = sin3(x) + | cos3(x)|

5a Určete definičńı obor funkce f a zjistěte, zda ji lze spojitě rozš́ı̌rit do
krajńıch bod̊u definičńıho oboru. Jakou hodnotou?

f(x) =
1− cos(x)

3x2 + 2x3

5b

f(x) =
(1−

√
4− x) sin(x)

x2 − 3x



5c

f(x) =

√
1− x sin(x)

2−
√

4 + 3x

6. Určete definičńı obory a načrtněte grafy funkćı

f(x) = cos
x2 − 3x− 4

x+ 1
g(x) =

cos2 x

1− sinx

7. Vypočtěte hodnoty goniometrických funkćı sinus, kosinus, tangens a
kotangens v bodě x, aniž byste vyč́ıslili x. Výsledky nevyč́ıslujte, nechte
je v přesném tvaru s odmocninami a upravte je.

(a) sinx = 1
3
, x ∈ 〈−π

2
, π
2
〉

(b) cos x = 1
4
, x ∈ 〈π, 2π〉

(c) cotg x = 2, x ∈ 〈0, π〉
*(d) cos 2x = 1

4
, x ∈ 〈−π

2
, 0〉

*(e) sin x
2

= −1
3
, x ∈ 〈−π, π〉

*(f) tg x
2

= −4, x ∈ 〈−π, π〉

*8 Odvod’te vzorce

cos2(x) =
1

1 + tg2(x)

sin2(x) =
tg2(x)

1 + tg2(x)

sin(x) cos(x) =
tg(x)

1 + tg2(x)

*9 Odvod’te vzorce vyjadřuj́ıćı sin(x), cos(x) pomoćı tg(x/2).

*10 Odvod’te vzorce

sin(x)− sin(y) = 2 sin
(
x−y
2

)
cos
(
x+y
2

)
cos(x)− cos(y) = −2 sin

(
x−y
2

)
sin
(
x+y
2

)
11. Odvod’te vzorce

sin(x) sin(y) = 1
2

(cos(x+ y)− cos(x− y))

cos(x) cos(y) = 1
2

(cos(x+ y) + cos(x− y))

sin(x) cos(y) = 1
2

(sin(x+ y)− sin(x− y))



*12 Výraz zadaný následuj́ıćım vztahem se nazývá trigonometrický poly-
nom

a0+a1 cos(x)+b1 sin(x)+a2 cos(2x)+b2 sin(2x)+· · ·+an cos(nx)+bn sin(nx)

Pomoćı sumačńıho vzorce ho zaṕı̌seme

a0 +
n∑
k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx)

Č́ısla ak, bk, podobně jakou polynomu, nazýváme koeficienty a výrazy
ak cos(kx), bk sin(kx) členy.
Ukažte, že součin dvou trigonometrických polynomů je opět trigono-
metrický polynom.
Návod: Použijte výledek předchoźı úlohy.

*13 Při odvozeńı vzorc̊u pro derivace funkćı sinus a kosinus jsme použili
limitu cos(x) → 1 pro x → 0 a tu jsme zd̊uvodnili spojitost́ı funkce
kosinus v nule. Spojitost funkćı sinus a kosinus bychom rádi zd̊uvodnili
existenćı konečné derivace. To nemůžeme, dokazovali bychom kruhem.
Odvod’te derivace sinu a kosinu bez použit́ı spojitosti, napov́ıme, že
k tomu lze využ́ıt některou z předchoźıch úloh.

*14 Ukažte, že ze součtových vzorc̊u plyne, že funkce s, c jsou bud’ identicky
rovny nule, nebo plat́ı s(0) = 0, c(0) = 1

s(x+ y) = s(x)c(y) + c(x)s(y)

c(x+ y) = c(x)c(y)− s(x)s(y)

Návod: dosazeńım y = 0 dostanete soustavu lineárńıch rovnic pro s(x), c(x). Co plat́ı pro jej́ı determinant?


