
6. týden: Přečtěte 1 – 4, vyřešte úlohy v 4.

7. týden: Přečtěte 5 – 9, vyřešte úlohy v 9.

8. týden: Přečtěte 10 – 12, vyřešte úlohy v 12.

9. týden: Přečtěte 13 – 21, vyřešte úlohy v 17, 20, 21 a k 18 přidejte
vlastńı př́ıklad.

10. týden: Přečtěte 22 – 30, k př́ıklad̊um v 29 přidejte dva vlastńı a
vyřešte úlohy v 30.
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Č́ıselné množiny

11. února 2025

Ćıl: Zopakovat a doplpnit znalosti množin reálných, přirozených, celých,
racionálńıch č́ısel.

1. Značeńı. Symboly R, Z, Q budeme značit množinu reálných č́ısel, celých
č́ısel a racionálńıch č́ısel. Množinu přirozených č́ısel včetně nuly budeme
značit symbolem N0, množinu kladných přirozených č́ısel symbolem N+.
Pokud budeme psát (mluvit) o množině přirozených č́ısel slovně (tj. bez
použit́ı matematických symbol̊u), budeme pro N+ použ́ıvat označeńı kladná
přirozená č́ısla a pro N0 označeńı nezáporná přirozená č́ısla.

Symbol N použijeme v př́ıpadě, kdy naše tvrzeńı plat́ı v obou př́ıpadech,
tedy pro N0 i pro N+.

2. Co jsou přirozená č́ısla. Neuvedeme definici množiny přirozených č́ısel,
spolehneme se, že každý*á student*ka má představu, o čem mluv́ıme. Jen
poznamenejme, že mezi matematiky neńı shoda, zda je nula přirozené č́ıslo.
Proto jsme výše zavedli značeńı N0, N

+.

3. Matematická indukce, vlastnosti přirozených č́ısel. Množina přiro-
zených č́ısel N má následuj́ıćı vlastnosti

1. Množina N má nejmenš́ı prvek, tj. existuje n0 ∈ N, že pro všechna
n ∈ N plat́ı n ≥ n0. Formálně zapsáno

(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ n0)

2. Pro každé n ∈ N je následuj́ıćı prvek n+ 1 také přirozeným č́ıslem.

3. Pokud množina A ⊆ N splňuje (i), (ii), pak je A = N

(i) n0 ∈ A (kde n0 je nejmenš́ı prvek množiny N)

(ii) (∀n ∈ N)(n ∈ A ⇒ n+ 1 ∈ A)

Vlastnost 3 umožňuje d̊ukaz matematickou indukćı. Označ́ıme-li množinu
č́ısel n ∈ N maj́ıćıch určitou vlastnost1 symbolem A a dokážeme, že množina
A má vlastnosti (i), (ii), pak jsme dokázali, že danou vlastnost maj́ı všechna
přirozená č́ısla.

4. Úlohy. Dokažte matematickou indukćı výroky

1.
(∀n ∈ N+)(6/(n3 + 5n))

2.
(∀n ∈ N0)((1/2)

n ≤ 1)

1Např́ıklad: č́ıslo n3 + 5n je dělitelné č́ıslem šest, formálně zaṕı̌seme A := {n ∈ N :
6/(n3 + 5n)}.
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5. Daľśı př́ıklad na matematickou indukci – AG nerovnost. V daľśım
odstavci definujeme aritmetický a geometrický pr̊uměr souboru č́ısel a dokážeme
nerovnost, kterou tyto pr̊uměry splňuj́ı.

Důkaz provedeme matematickou indukćı, ale postup se bude lǐsit od stan-
dardńıho postupu. Indukčńı krok provedeme ve dvou kroćıch.

A. Dokážeme implikaci: pokud plat́ı (1) pro n = N , pak plat́ı i pro n = 2N

B. a implikaci: pokud plat́ı (1) pro n = N , pak plat́ı i pro n = N − 1.

6. Definice aritmetického a geometrického pr̊uměru. Necht’ n ∈ N,
n ≥ 2. Aritmetickým pr̊uměrem č́ısel a1, a2, . . . , an ∈ (0,∞) nazýváme č́ıslo

A :=

∑

n

k=1
ak

n
=

a1 + a2 + · · ·+ an
n

,

geometrickým pr̊uměrem č́ıslo

G := n

√

Πn

k=1
ak = a1a2 · · · an.

7. Nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem. Necht’

n ∈ N, n ≥ 2, a1, a2, . . . , an ∈ (0,∞). Pak plat́ı

(∑

n

k=1
ak

n

)n

≥ Πn

k=1ak (1)

Poznámka: nerovnost jsme uvedli ve tvaru An ≥ Gn, která je pro A,G ∈
(0,∞), n ∈ N ekvivalentńı s A ≥ G.

8. Důkaz AG nerovnosti provedeme matematickou indukćı.

1. n = 2: chceme dokázat nerovnost

(

a1 + a2
2

)2

≥ a1a2

Úloha: převed’te nerovnost ekvivalentńımi úpravami na nerovnost, o
které umı́te rozhodnout, že plat́ı ((a1 − a2)

2 ≥ 0).

2A Rozeṕı̌seme

∑

2N

k=1
ak

2N
=

∑

N

k=1
ak +

∑

2N

k=N+1
ak

2N
=

∑
N

k=1
ak

N
+

∑
2N
k=N+1

ak

N

2

Označ́ıme

A1 =

∑

N

k=1
ak

N
, A2 =

∑

2N

k=N+1
ak

N
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Z platnosti (1) pro n = 2 plyne

(

A1 + A2

2

)2

≥ A1A2

Z indukčńıho předpokladu plyne

AN

1 ≥ ΠN

k=1ak, AN

2 ≥ Π2N

k=N+1ak,

Odtud dostaneme

(

A1 + A2

2

)2N

≥ AN

1 A
N

2 ≥ ΠN

k=1ak,Π
2N

k=N+1ak,= Π2N

k=1ak

a odtud plyne platnost (1) pro n = 2N

2B Necht’ N ∈ N, N ≥ 4, necht’ a1, a2, . . . , aN−1 ∈ R.

Zvolme

aN :=

∑

N−1

k=1
ak

N − 1

Uprav́ıme2

∑

N

k=1
ak

N
=

aN +
∑

N−1

k=1
ak

N
=

aN + (N − 1)aN
N

= aN

Z indukčńıho předpokladu plyne

aN
N
≥ ΠN

k=1ak

Předchoźı nerovnost pokrát́ıme aN > 0 a dostaneme

aN−1

N
≥ ΠN−1

k=1
ak

a odtud plyne platnost (1) pro n = N − 1.

9. Úlohy.

1. Udělejte podrobně indukčńı krok 2A pro N = 2, N = 4.

2. Udělejte podrobně indukčńı krok 2B pro N = 4, N = 8, N = 7.

10. Co jsou celá č́ısla. Množinu celých č́ısel dostaneme z množiny kladných
přirozených č́ısel přidáńım nuly a opačných č́ısel k přirozeným č́ısl̊um. For-
málně zaṕı̌seme

Z = N+ ∪ {0} ∪ {−k : k ∈ N+}
2Výsledek znamená, že přidáńım aritmetického pr̊uměru k souboru dat nezměńıme

aritmetický pr̊uměr souboru.
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Čteme: Množina celých č́ısel je sjednoceńım množiny kladných přirozených
č́ısel s jednoprvkovou množinou obsahuj́ıćı nulu a s množinou č́ısel opačných
ke kladným přirozeným č́ısl̊um.

11. Definice racionálńıch č́ısel. Množina racionálńıch č́ısel je definovaná
jako množina pod́ıl̊u celého č́ısla a kladného přirozeného č́ısla. Formálně tuto
definici zaṕı̌seme

Q =

{

p

q
: p ∈ Z, q ∈ N+

}

Nevýhoda této definice je, že předpokládá znalost pod́ılu celých č́ısel, tedy
v podstatě znalost reálných č́ısel. Předevš́ım znalost rovnosti dvou r̊uzných
pod́ıl̊u, např́ıklad rovnost 1/2 = 3/6.

Filosofové starověkého Řecka pracovali pouze s přirozenými č́ısly a s jejich
poměry, které odpov́ıdaj́ı kladným racionálńım č́ısl̊um. Rovnost poměr̊u a : b,
c : d je možné vyjádřit ve světě přirozených č́ısel vztahem ad = bc.

12. Úloha. Při řešeńı úlohy použijte kalkulačku k násobeńı přirozených č́ısel.
Žádné daľśı výpočty neprovádějte.

Zjistěte, zda se rovnaj́ı racionálńı č́ısla 111/219, 259/511.

13. Jak se definuj́ı reálná č́ısla. Nı́že budeme definovat reálná č́ısla jako
matematickou strukturu – t́ım máme na mysli nejen množinu č́ısel, ale i dvě
operace (sč́ıtáńı a násobeńı reálných č́ısel) a jednu relaci (porovnáńı, které
ze dvou reálných č́ısel je větš́ı a které menš́ı). Vlastnosti operaćı a relace
seṕı̌seme do axiomů.

V matematických teoríıch je takováto axiomatická definice běžná a po
definici zpravidla následuje d̊ukaz existence takové struktury.

My v tomoto textu existenci struktury dokazovat nebudeme, je mimo
naše, předevš́ım časové, možnosti. Spokoj́ıme se s představou množiny reál-

ných č́ısel jako množiny bod̊u na č́ıselné ose a s porozuměńım axiomům.

14. Značeńı a terminologie. Operaci sč́ıtáńı jste zvykĺı značit symbolem
+, součet č́ısel a, b symbolem a+b. My se zde budeme na sč́ıtáńı d́ıvat jako na
zobrazeńı, které dvojici č́ısel a, b přǐrad́ı součet a+b. Množinu dvojic reálných
č́ısel budeme značit R × R a nazývat kartézským součinem množiny R s
množinou R. Podobně pro libovolnou množinu M je kartézský součin M×M
množina uspořádaných dvojic (a, b) prvk̊u a, b ∈ M . Formálně zapsáno

M ×M := {(a, b) : a ∈ M, b ∈ M}

Čteme: Kartézský součin M krát M je množina uspořádaných dvojic (a,b)
prvk̊u a,b z množiny M.

Sč́ıtáńı je pak zobrazeńı množiny R×R do množiny R. Formálně zapsáno
+ : R× R → R.

Podobně zaṕı̌seme násobeńı jako zobrazeńı
· : R× R → R.
Výsledek násobeńı č́ısel a, b budeme psát a · b, př́ıpadně zkráceně ab, pokud
nebude hrozit nedorozuměńı.
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Relace < přǐrad́ı dvojici č́ısel a, b pravdivostńı hodnotu výroku a < b.
Formálně zapsáno
<: R× R → {plat́ı, neplat́ı}.
př́ıpadně můžeme zkrátit plat́ı a neplat́ı na hodnoty 1 pro plat́ı a 0 pro
neplat́ı.
<: R× R → {1; 0}.

Zobrazeńı M×M → {1; 0} nazýváme relaćı na množině M . Zobrazeńı <
je tedy zároveň relace na množině reálných č́ısel. Pomoćı relace < definujeme
daľśı tři relace >, ≤, ≥:
x > y je totéž jako y < x,
x ≤ y plat́ı právě když je x = y nebo plat́ı x < y,
x ≥ y je totéž jako y ≤ x.

Formálně zapsáno
x > y := y < x,
x ≤ y := x = y ∨ x < y,
x ≥ y := y ≤ x.

15. Př́ıklady. Rozmyslete si, že plat́ı:

1. 1 < 2,

2. 1 ≤ 2,

3. pokud plat́ı x < y, pak plat́ı x ≤ y, formálně zapsáno

x < y ⇒ x ≤ y

4. pokud plat́ı x < y pak neplat́ı x > y, formálně zapsáno

x < y ⇒ ¬(x > y)

5. x > y plat́ı právě když x ≤ y neplat́ı, formálně zapsáno

x > y ⇔ ¬(x ≤ y)

16. Prvńıch dvanáct axiomů reálných č́ısel.

Operace sč́ıtáńı na množině reálných č́ısel R splňuje

1. (∀x, y ∈ R)(x+ y = y + x)

Ř́ıkáme, že sč́ıtáńı je komutativńı.

2. (∀x, y, z ∈ R)(x+ (y + z) = (x+ y) + z)

Ř́ıkáme, že sč́ıtáńı je asociativńı.

Toto pravidlo nám umožňuje vynechat závorky a psát x+ y + z.
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3. (∃ 0 ∈ R)(∀x ∈ R)(x+ 0 = x)

Prvek 0 s touto vlastnost́ı nazýváme bud’ nulou, nebo nulovým prvkem,
nebo též neutrálńım prvkem sč́ıtáńı.

4. (∀x ∈ R)(∃(−x) ∈ R)(x+ (−x) = 0)

Prvek −x s touto vlastnost́ı nazýváme opačným prvkem k x.

Operace násobeńı na množině reálných č́ısel R splňuje

5. (∀x, y ∈ R)(x · y = y · x)
Ř́ıkáme, že násobeńı je komutativńı.

6. (∀x, y, z ∈ R)(x · (y · z) = (x · y) · z)
Ř́ıkáme, že násobeńı je asociativńı.

Toto pravidlo nám umožňuje vynechat závorky a psát x · y · z.

7. (∃ 1 ∈ R)(∀x ∈ R)(x · 1 = x)

Prvek 1 s touto vlastnost́ı nazýváme bud’ jedničkou, nebo jednotkovým
prvkem, nebo též neutrálńım prvkem násobeńı.

8. (∀x ∈ R, x 6= 0)(∃x−1 ∈ R)(x · x−1 = 1)

Prvek x−1 s touto vlastnost́ı nazýváme inverzńım prvkem k x.

Operace násobeńı a sč́ıtáńı na množině reálných č́ısel R splňuj́ı

9. (∀x, y, z ∈ R)(x · (y + z) = (x · y) + (x · z))
Toto pravidlo nazýváme distributivńım zákonem.

Budeme použ́ıvat přednost násobeńı před sč́ıtáńım a pravou stranu
budeme psát bez závorek.

Relace <: R× R → {plat́ı, neplat́ı} na množině reálných č́ısel R splňuje

10. ∀x, y ∈ R plat́ı právě jeden z výrok̊u x < y, y < x, x = y.

11. (∀x, y, z ∈ R)(x < y ⇒ x+ z < y + z)

Toto pravidlo budeme použ́ıvat pro úpravy nerovnic.

12. (∀x, y, z ∈ R)((x < y ∧ 0 < z) ⇒ x · z < y · z)
Toto pravidlo budeme použ́ıvat pro úpravy nerovnic.

17. Důsledky axiomů.

1. Všimněte si, že v axiomech neńı zmı́nka o odč́ıtáńı č́ısel. Odč́ıtáńı je
zkrácený zápis pro přičteńı opačného prvku

a− b := a+ (−b)
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2. Podobně neńı v axiomech zmı́nka o děleńı. Děleńı je zkrácený zápis pro
násobeńı inverzńım prvkem

a/b := a · (b)−1

3. Úloha: Z kterého axiomu a jak plyne, že nulou dělit nelze?

4. Úloha: Vysvětlene pojmy d̊usledková a ekvivalentńı úprava rovnic a
nerovnic.

5. Axiom 11 znamená, že přičteńı z k oběma stranám nerovnice

x < y (2)

je d̊usledková úprava. Výslednou nerovnici

x+ z < y + z (3)

můžeme převést zpět na (2) přičteńım opačného č́ısla −z. Proto je
přičteńı č́ısla či výrazu k oběma stranám nerovnice ekvivalentńı úprava.

6. Axiom 12 znamená, že násobeńı nerovnice

x < y (4)

kladným č́ıslem z je d̊usledková úprava. Nerovnici po této úpravě

xz < yz (5)

můžeme na (4) převést vynásobeńım obou stran kladným z−1, proto je
násobeńı nerovnice kladným č́ıslem ekvivalentńı úprava.

18. Př́ıklady.

1. Axiomy běžně použ́ıváme při úpravách výraz̊u, rovnic a nerovnic.

Předvedeme použit́ı axiomů na řešeńı lineárńı nerovnice:

K rovnici (6) přičteme prvek opačný k 3.

V rovnici (7) na levé straně použijeme asociativitu sč́ıtáńı, vlastnost
opačného prvku a vlastnost neutrálńıho prvku.

Rovnici (8) vynásob́ıme prvkem inverzńım k nenulovému prvku 2.

V rovnici (9) na levé straně použijeme asociativitu násobeńı, vlastnost
inverzńıho prvku a vlastnost neutrálńıho prvku.

2x+ 3 < 0 (6)

2x+ 3− 3 < 0− 3 (7)

2x < −3 (8)

2x2−1 < −3 · 2−1 (9)

x < −3 · 2−1 (10)
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Źıskali jsme ekvivalentńımi úpravami, že nerovnici (6) splňuj́ı x, která
vyhouvj́ı nerovnici (10). To nás vede k definici interval̊u v následuj́ıćım
odstavci.

2* Ukažte, jak z axiomů plyne, že pro z < 0 je následuj́ıćı úprava ekviva-
lentńı

l < p

lz > pz

Návod: ukažte, že −z > 0, a(−z) = −(az).

19. Definice interval̊u. Necht’ a, b ∈ R. Definujeme intervaly

(a,+∞) := {x ∈ R : x > a}
[a,+∞) := {x ∈ R : x ≥ a}
(−∞, a) := {x ∈ R : x < a}
(−∞, a] := {x ∈ R : x ≤ a}

(a, b) := (a,+∞) ∩ (−∞, b)

[a, b) := [a,+∞) ∩ (−∞, b)

(a, b] := (a,+∞) ∩ (−∞, b]

[a, b] := [a,+∞) ∩ (−∞, b]

(−∞,+∞) := R

20. Úlohy.

1. Prvńı řádek v definici 19 čteme: (a,+∞) je množina reálných č́ısel x,
pro něž plat́ı x > a.

Přečtěte i daľśı tři řádky.

2. Necht’ je I := (2,−1). Napǐste vlastnosti, které splňuj́ı x ∈ I a určete,
čemu je I rovno.

21. Úloha. Rozmyslete si, které z axiomů 1 až 12 splňuj́ı operace +, · a
relace < na množině celých č́ısel a které na množině racionálńıch č́ısel.

22. Pozorováńı. V úloze 21 jste zjistili, že množina racionálńıch č́ısel splňuje
všech dvanáct axiomů.

Ćılem následuj́ıćıch odstavc̊u je zformulovat axiom, který odlǐsuje množiny
reálných a racionálńıch č́ısel.

23. Definice shora omezené množiny, horńı hranice množiny. Řekneme,
že množina M ⊆ R je shora omezená, pokud existuje H ∈ R takové, že

∀x ∈ M : H ≥ x
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Č́ıslo H nazýváme horńı hranićı př́ıpadně horńı závorou množiny M .

24. Definice suprema množiny. Necht’ M ⊂ R. Řekneme, že č́ıslo S je
supremem množiny M , pokud plat́ı (i), (ii).

(i) (∀x ∈ M)(x ≤ S)

(ii) (∀ε > 0)(∃x ∈ M)(S − ε < x)

Supremum množiny M znač́ıme sup(M).

25. Poznámka. Vlastnost (i) znamená, že č́ıslo S je horńı hranićı množiny
M .

Vlastnost (ii) znamená, že č́ıslo S ′ := S−ε menš́ı než S neńı horńı hranićı
množiny M .

Č́ıslo S splňuj́ıćı (i), (ii) je tedy nejmenš́ı horńı hranićı množiny M .

26. Axiom suprema.

13. Necht’ M ⊂ R, M 6= ∅ je shora omezená množina.

Pak existuje sup(M) ∈ R.

27. Definice reálných č́ısel. Reálná č́ısla definujeme jako trojici (R,+, ·, <
), kde R je množina, + : R × R → R, · : R × R → R, jsou zobrazeńı,
<: R× R → {plat́ı, neplat́ı} je relace, splňuj́ıćı axiomy 1 – 13.

28. Důležité d̊usledky axiomu suprema.

1. Existence limity omezené monotonńı posloupnosti.

2. Existence jednostranné limity omezené monotonńı funkce.

3. Věta o kořenu spojité funkce.

4. Vlastnost nabýváńı mezihodnot spojité funkce.

5. Konvergence Cauchyovské posloupnosti reálných č́ısel.

29. Př́ıklady.

1. Posloupnost a1 = 1.4, a2 = 1.41, a3 = 1.414, a4 = 1.4142 ukončených
desetinných rozvoj̊u č́ısla

√
2 je konvergentńı v oboru reálných č́ısel.

Odtud plyne, že je Cauchyovská a to jak v oboru reálných, tak v oboru
racionálńıch č́ısel.

Protože jej́ı limita neńı racionálńı č́ıslo, neńı tato posloupnost konver-
gentńı v oboru racionálńıch č́ısel.

2. Daľśı posloupnost, která je konvergentńı v oboru reálných č́ısel a nikoliv
v oboru racionálńıch č́ısel je {(1+1/n)n}∞

n=1. Jej́ı prvky jsou racionálńı
č́ısla a limita je rovna Eulerovu č́ıslu e

.
= 2.71, které neńı racionálńı.
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3. Rovnice x2 = 2 má řešeńı v oboru reálných č́ısel a nemá řešeńı v oboru
racionálńıch č́ısel.

30. Úlohy.

1. Ukažte, že posloupnosti {(1+1/n)n}∞
n=1, {(1−1/n)n}∞

n=1 jsou rostoućı.

Návod: Použijte AG nerovnost na č́ısla

a1 = a2 = · · · = an = 1± 1/n, an+1 = 1

2. Ukažte, že posloupnost {(1 + 1/n)n+1}∞
n=1 je klesaj́ıćı.

Návod: Upravte
1

(1− 1/n)n

a použijte výsledek předchoźı úlohy.

3. Ukažte, že posloupnost {(1 + 1/n)n}∞
n=1, je omezená.

Návod: použijte výsledek předchoźı úlohy.
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