6. tyden: Prectéte 1 — 4, vyteste ilohy v 4.
7. tyden: Prectéte 5 — 9, vyfeste ulohy v 9.
8. tyden: Piectéte 10 — 12, vyfeste ulohy v 12.

9. tyden: Prectéte 13 — 21, vyteste ulohy v 17, 20, 21 a k 18 pridejte
vlastni priklad.

10. tyden: Prectéte 22 — 30, k piikladum v 29 pridejte dva vlastni a
vyteste ulohy v 30.



Ciselné mnoziny
11. dnora 2025

Cil: Zopakovat a doplpnit znalosti mnozin realnych, ptrirozenych, celych,
racionalnich cisel.

1. Znaceni. Symboly R, Z, Q budeme znacit mnozinu realnych ¢isel, celych
¢isel a racionalnich cisel. Mnozinu pfirozenych ¢isel véetné nuly budeme
znacit symbolem Ny, mnozinu kladnych pfirozenych ¢isel symbolem NT.
Pokud budeme psat (mluvit) o mnoziné piirozenych ¢isel slovné (tj. bez
pouziti matematickych symbolu), budeme pro N* pouzivat oznaceni kladnd
prirozend ¢isla a pro Ny oznaceni nezdpornd prirozend cisla.

Symbol N pouzijeme v piipadé, kdy nase tvrzeni plati v obou piipadech,
tedy pro Ny i pro N*,

2. Co jsou prirozena cisla. Neuvedeme definici mnoziny prirozenych ¢isel,
spolehneme se, ze kazdy*4 student*ka m4 predstavu, o ¢em mluvime. Jen
poznamenejme, ze mezi matematiky neni shoda, zda je nula prirozené ¢islo.
Proto jsme vyse zavedli znaceni Ny, N,

3. Matematicka indukce, vlastnosti prirozenych ¢isel. Mnozina pfiro-
zenych ¢isel N ma néasledujici vlastnosti

1. Mnozina N m&a nejmensi prvek, tj. existuje ng € N, ze pro vsSechna
n € N plati n > ng. Forméalné zapsano

(3np € N)(Vn € N)(n > ng)

2. Pro kazdé n € N je nasledujici prvek n + 1 také prirozenym ¢éislem.
3. Pokud mnozina A C N splauje (i), (ii), pak je A =N

(i) no € A (kde ng je nejmensi prvek mnoziny N)

(ii) ("VneN)ne A=n+1cA)
Vlastnost 3 umoznuje dukaz matematickou indukci. Oznac¢ime-li mnozinu
¢isel n € N majicich uréitou vlastnost! symbolem A a dokdzeme, Ze mnozina
A m4 vlastnosti (i), (ii), pak jsme dokézali, ze danou vlastnost maji vsechna
prirozend cisla.
4. ['J'lohy. Dokazte matematickou indukci vyroky

1.
(Yn € NT)(6/(n® + 5n))

(Vn € No)((1/2)" < 1)

'Naptiklad: éfslo n® + 5n je délitelné éfslem Sest, formalné zapfseme A := {n € N :
6/(n® + 5n)}.




5. Dalsi priklad na matematickou indukci — AG nerovnost. V dalsim
odstavci definujeme aritmeticky a geometricky prumeér souboru ¢isel a dokdzeme
nerovnost, kterou tyto prumeéry splnuji.

Dukaz provedeme matematickou indukei, ale postup se bude lisit od stan-
dardniho postupu. Indukéni krok provedeme ve dvou krocich.

A. Dokézeme implikaci: pokud plati (1) pron = N, pak platiipron = 2N

B. a implikaci: pokud plati (1) pro n = N, pak plati i pron = N — 1.

6. Definice aritmetického a geometrického pruméru. Necht n € N,
n > 2. Aritmetickym prumérem ¢isel ay, as, . .., a, € (0,00) nazyvame ¢islo

bl

A= Zzzlak _a1+a,2—|_..._|_an
= - — -

geometrickym prumeérem cislo

G = Vﬂgzlak = aiay - Q.

7. Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym pramérem. Necht
neN, n>2 apay,...,a, € (0,00). Pak plati

ni a n
(Z=) 2 0

Pozndmka: nerovnost jsme uvedli ve tvaru A™ > G™, kterd je pro A, G €
(0,00), n € N ekvivalentni s A > G.

8. Dikaz AG nerovnosti provedeme matematickou indukei.

1. n = 2: chceme dokéazat nerovnost

2
a1+ a
(12 2) > aijas

Uloha: pfeved’te nerovnost ekvivalentnimi dipravami na nerovnost, o
které umite rozhodnout, ze plati ((a; — az)* > 0).

2A Rozepiseme

N
oON N 2N A1k | She N1 O
=1k D p—1 Ok Zk:N-H ag =N+ N

2N 2N 2

Oznacime
N a
Ay = D et Ok A, = k=N+1 Yk
N N



Z platnosti (1) pro n = 2 plyne
AL+ A\
(%) > A1Ay

7 indukéniho predpokladu plyne
AY > I ay, AY > 1Y N+19k;
Odtud dostaneme

<A1 + Ay

2N
N AN N 2N _ 12N
5 ) > Ay Ay 2 I yan, I 2y g ak, = 112, ay

a odtud plyne platnost (1) pro n = 2N

2B Necht N € N, N >4, necht a,,as,...,an_1 € R.

Zvolme

an Zklak
NN

Upravime?

Zivzl ar _ an + E,]CV:]I ar _ anN + (N — 1)0,1\7

N N N aN

7 indukéniho predpokladu plyne
aN > T a
Predchozi nerovnost pokratime ay > 0 a dostaneme
aN ' > HN g

a odtud plyne platnost (1) pron =N — 1.

9. I:Tlohy.
1. Udélejte podrobné indukéni krok 2A pro N =2, N = 4.
2. Udélejte podrobné indukéni krok 2B pro N =4, N =8, N =T.

10. Co jsou cela ¢isla. Mnozinu celych ¢isel dostaneme z mnoziny kladnych
prirozenych ¢isel pridanim nuly a opaénych ¢isel k prirozenym cislum. For-
malné zapiSeme

Z=Ntu{0ju{—k:keNt}

2Vysledek znamend, ze piiddnim aritmetického priméru k souboru dat nezménime
aritmeticky prumér souboru.



Cteme: Mnozina celych ¢isel je sjednocenim mnoziny kladnych ptirozenych
¢isel s jednoprvkovou mnozinou obsahujici nulu a s mnozinou ¢isel opacénych
ke kladnym pfirozenym c¢islum.

11. Definice racionalnich ¢isel. Mnozina raciondlnich ¢isel je definovana
jako mnozina podilu celého ¢isla a kladného prirozeného ¢isla. Formalné tuto
definici zapiseme

Q:{S;pez,qew}

Nevyhoda této definice je, ze predpoklada znalost podilu celych ¢isel, tedy
v podstaté znalost redlnych ¢isel. Predevsim znalost rovnosti dvou ruznych
podila, napiiklad rovnost 1/2 = 3/6.

Filosofové starovékého Recka pracovali pouze s piirozenymi ¢isly a s jejich
pomeéry, které odpovidaji kladnym raciondlnim ¢islim. Rovnost pomért a : b,
¢ : d je mozné vyjadrit ve svété prirozenych cisel vztahem ad = be.

12. Uloha. Pii fesent ulohy pouzijte kalkulacku k nasobeni prirozenych cisel.
Z&dné dalsf vipocty neprovadéjte.

Zjistete, zda se rovnaji racionélni ¢isla 111/219, 259/511.
13. Jak se definuji realna c¢isla. Nize budeme definovat redlna cisla jako
matematickou strukturu — tim mame na mysli nejen mnozinu cisel, ale i dvé
operace (s¢itdni a nasobeni redlnych ¢isel) a jednu relaci (porovnéni, které
ze dvou redlnych ¢isel je vétsi a které mensi). Vlastnosti operaci a relace
sepiseme do axiomul.

V matematickych teoriich je takovato axiomaticka definice bézna a po
definici zpravidla néasleduje dukaz existence takové struktury.

My v tomoto textu existenci struktury dokazovat nebudeme, je mimo
nase, predevsim casové, moznosti. Spokojime se s predstavou mnozZiny redl-
nych ¢isel jako mnoziny bodu na c¢iselné ose a s porozumeénim axiomum.

14. Znaceni a terminologie. Operaci sc¢itani jste zvykli znacit symbolem
+, soucet cisel a, b symbolem a+b. My se zde budeme na sc¢itani divat jako na
zobrazeni, které dvojici ¢isel a, b pritradi soucet a+0b. Mnozinu dvojic realnych
¢isel budeme znacit R x R a nazyvat kartézskym soucinem mnoziny R s
mnozinou R. Podobné pro libovolnou mnozinu M je kartézsky soucin M x M
mnozina uspofadanych dvojic (a,b) prvka a,b € M. Formélné zapsano

M x M :={(a,b):a € M,be M}

Cteme: Kartézsky soucin M krat M je mnozina uspofadanych dvojic (a,b)
prvku a,b z mnoziny M.

Scitani je pak zobrazeni mnoziny R X R do mnoziny R. Formalné zapsano
+:RxR—R.

Podobné zapiseme nésobeni jako zobrazeni
T RxR—=R.
Vysledek nasobeni cisel a, b budeme psat a - b, pripadné zkracené ab, pokud
nebude hrozit nedorozumeéni.



Relace < pritadi dvojici ¢isel a, b pravdivostni hodnotu vyroku a < b.
Formélné zapsano
<: R x R — {plati, neplati}.
piipadné muzeme zkratit plati a neplati na hodnoty 1 pro plati a 0 pro
neplati.
<:R xR — {1;0}.

Zobrazeni M x M — {1;0} nazyvame relaci na mnoziné M. Zobrazeni <
je tedy zaroven relace na mnoziné realnych cisel. Pomoci relace < definujeme
dalsi tii relace >, <, >:

x >y je totéz jako y < «,
x <y plati praveé kdyz je x = y nebo plati z < y,
x >y je totéz jako y < x.

Formélné zapsano
x>y :=y<ux,
z<Ly:=c=yVar <y,
r>y:=y< @

15. Priklady. Rozmyslete si, ze plati:
1. 1 <2,
2. 1<2,
3. pokud plati z < y, pak plati x < y, formalné zapsano

r<y=z<y

4. pokud plati x < y pak neplati x > y, formélné zapsano

r<y= -(x>y)

5. x > y plati prave kdyz x < y neplati, formalné zapsano

x>y (x <y)

16. Prvnich dvanact axiomt realnych cisel.
Operace scitani na mnoziné realnych cisel R splnuje

I. Ve,yeR)(z+y=y+x)
Rikdme, ze s¢itani je komutativni.

2. Vz,y,z€eR)(z+ (y+2)=(x+y)+2)
Rikdme, 7e s¢itani je asociativni.

Toto pravidlo ndm umoznuje vynechat zavorky a psat x +y + z.



3. 30eR)(VzeR)(z+0=1x)

Prvek 0 s touto vlastnosti nazyvame bud’ nulou, nebo nulovym prvkem,
nebo téz neutralnim prvkem scitani.

4. (Vz e R)(3(—=) € R)(z + (—z) =0)

Prvek —z s touto vlastnosti nazyvame opa¢nym prvkem k z.
Operace nasobeni na mnoziné realnych ¢isel R spliuje
5. (Vo,y eR)(z-y=y- )

Rikdme, ze nasobenf je komutativni.
6. (Vo,y,zeR)(z-(y-2)=(z-y) 2)

Rikdme, ze nésobenf je asociativni.

Toto pravidlo ndm umoznuje vynechat zavorky a psat x -y - z.
7. (31 eR)(Vz eR)(z -1 =1x)

Prvek 1 s touto vlastnosti nazyvame bud jednickou, nebo jednotkovym
prvkem, nebo téz neutralnim prvkem néasobeni.

8 (WVxeR,x#0)(FxeR)(z -2 =1)
Prvek 27! s touto vlastnost{ nazyvame inverznim prvkem k .
Operace nasobeni a s¢itdni na mnoziné redlnych ¢isel R spliuji

9. (Va,y,2 ER)(z - (y+2) = (z-9) + (x- 2))
Toto pravidlo nazyvame distributivnim zakonem.

Budeme pouzivat prednost nasobeni pred s¢itanim a pravou stranu
budeme psat bez zavorek.

Relace <: R x R — {plati, neplati} na mnoziné redlnych éisel R splniuje
10. Vx,y € R plati pravé jeden z vyroku z < vy, y < x, x = y.

11. Vz,y,zeR)(ze<y=c+2<y+2)

Toto pravidlo budeme pouzivat pro upravy nerovnic.
12. (Vo,y,z e R)((ze<yAN0<z2)=x-2<y-2)
Toto pravidlo budeme pouzivat pro tpravy nerovnic.

17. Disledky axiomu.

1. Vsimnéte si, ze v axiomech neni zminka o odéitani ¢isel. Odéitant je
zkraceny zapis pro pricteni opacného prvku

a—b:=a+(=b)
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2. Podobné neni v axiomech zminka o déleni. Déleni je zkraceny zapis pro
nasobeni inverznim prvkem

a/b:=a-(b)™*

3. Uloha: Z kterého axiomu a jak plyne, ze nulou délit nelze?

4. Uloha: Vysvétlene pojmy dusledkova a ekvivalentni uprava rovnic a
nerovnic.

5. Axiom 11 znamend, zZe pficteni z k obéma strandm nerovnice
T <y (2)
je dusledkova uprava. Vyslednou nerovnici
TH+z<y+z (3)

muzeme prevést zpét na (2) prictenim opaéného cisla —z. Proto je
pricteni ¢isla ¢i vyrazu k obéma stranam nerovnice ekvivalentni tiprava.

6. Axiom 12 znamend, zZe nasobeni nerovnice
T <y (4)
kladnym ¢islem z je dusledkova tprava. Nerovnici po této uprave
rz < yz (5)

muzeme na (4) prevést vynasobenim obou stran kladnym z~!, proto je
nasobeni nerovnice kladnym ¢islem ekvivalentni tprava.

18. Priklady.
1. Axiomy bézné pouzivame pii upravach vyrazu, rovnic a nerovnic.
Ptedvedeme pouziti axiomu na feSeni linearni nerovnice:
K rovnici (6) pricteme prvek opacény k 3.
V rovnici (7) na levé strané pouzijeme asociativitu scitani, vlastnost
opacného prvku a vlastnost neutralniho prvku.

Rovnici (8) vynasobime prvkem inverznim k nenulovému prvku 2.

V rovnici (9) na levé strané pouzijeme asociativitu nasobeni, vlastnost
inverzniho prvku a vlastnost neutralniho prvku.

20+ 3 <0 (6)
20 +3-3<0-3 (7)
2r < —3 (8)
2027t < —3.271 (9)
r<—3-27" (10)



Ziskali jsme ekvivalentnimi upravami, ze nerovnici (6) spliuji =, ktera
vyhouvji nerovnici (10). To nas vede k definici intervalu v néasledujicim
odstavci.

2* Ukazte, jak z axiomu plyne, ze pro z < 0 je nasledujici tprava ekviva-

lentni
I < p
lz > pz
Névod: ukazte, ze —z > 0, a(—=z) = —(az).

19. Definice intervali. Necht a,b € R. Definujeme intervaly

(a,40) = {x€R:x>a}
[a,+00) = {ze€R:z>a}
) = {reR:z<a}
] = {zeR:x<a}

(

Q

(—oo,
(—o0

=)

b

a,b) = (a,+o00) N (—o0,b)

la,b) := [a,+00)N (—00,b)

(a,b] = (a,+00)N (—00,b]

la,b] = [a,+00) N (—0o0,D]
(—o0,+00) = R

20. Ulohy.
1. Prvni ddek v definici 19 ¢teme: (a,+00) je mnozina redlnych ¢isel x,
pro néz plati x > a.
Prectéte i dalsi tii radky.
2. Necht je I := (2, —1). Napiste vlastnosti, které spliiuji = € I a urcete,
cemu je [ rovno.

21. Uloha. Rozmyslete si, které z axiomu 1 az 12 splnuji operace +, - a
relace < na mnoziné celych ¢isel a které na mnoziné racionalnich ¢isel.

22. Pozorovani. V tuloze 21 jste zjistili, ze mnozina racionalnich ¢isel splnuje
vSech dvanact axiomu.

Cilem nasledujicich odstavcu je zformulovat axiom, ktery odlisuje mnoziny
redlnych a raciondlnich ¢isel.

23. Definice shora omezené mnoziny, horni hranice mnoziny. Rekneme,
ze mnozina M C R je shora omezena, pokud existuje H € R takové, ze

Vee M:H>zx



Cislo H nazyvéme hornf hranici pifpadné horni zévorou mnoziny M.
24. Definice suprema mnoziny. Necht M C R. Rekneme, ze ¢islo S je
supremem mnoziny M, pokud plati (i), (ii).
(i) (Ve e M)(z < 95)
(i) (Ve >0)(Fr € M)(S —e < x)
Supremum mnoziny M znac¢ime sup(M).

25. Poznamka. Vlastnost (i) znamend, ze ¢islo S je horni hranicif mnoziny
M.

Vlastnost (ii) znamend, ze ¢islo S’ := S —e mensi nez S neni horni hranici
mnoziny M.

Cislo S splitujici (i), (ii) je tedy nejmensf horni hranicf mnoziny M.

26. Axiom suprema.

13. Necht M C R, M # () je shora omezens mnoZzina.
Pak existuje sup(M) € R.

27. Definice redlnych ¢&isel. Realna cisla definujeme jako trojici (R, +, -, <
), kde R je mnozina, + : R xR — R, - : R x R — R, jsou zobrazeni,
<: R x R — {plati, neplati} je relace, splnujici axiomy 1 — 13.

28. Diilezité dusledky axiomu suprema.
1. Existence limity omezené monotonni posloupnosti.
2. Existence jednostranné limity omezené monotonni funkce.
3. Véta o korenu spojité funkce.
4. Vlastnost nabyvani mezihodnot spojité funkce.

5. Konvergence Cauchyovské posloupnosti redlnych ¢isel.

29. Priklady.

1. Posloupnost a; = 1.4, ay = 1.41, a3 = 1.414, a4 = 1.4142 ukoncenych
desetinnych rozvoju ¢isla v/2 je konvergentni v oboru redlnych ¢fsel.
Odtud plyne, Ze je Cauchyovska a to jak v oboru realnych, tak v oboru
racionalnich ¢isel.

Protoze jeji limita neni racionalni ¢islo, neni tato posloupnost konver-

gentni v oboru racionalnich ¢isel.

2. Dalsi posloupnost, ktera je konvergentni v oboru redlnych cisel a nikoliv
v oboru raciondlnich éisel je {(1+1/n)"}>° . Jeji prvky jsou raciondlni
¢isla a limita je rovna Eulerovu ¢islu e = 2.71, které neni racionélni.
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3. Rovnice 22 = 2 m4 feseni v oboru realnych ¢isel a nem4 feseni v oboru
racionalnich ¢isel.

30. U’lohy.
1. Ukazte, ze posloupnosti {(1+1/n)"}>,, {(1—1/n)"}>2, jsou rostouci.

Navod: Pouzijte AG nerovnost na cisla

ag=ay=---=a,=1x1/n,a,11 =1

2. Ukazte, ze posloupnost {(1 + 1/n)""1}°° | je klesajici.

Névod: Upravte
1

(L= 1/n)"

a pouzijte vysledek predchozi tlohy.

3. Ukazte, ze posloupnost {(1 + 1/n)"}5%,, je omezena.

Névod: pouzijte vysledek predchozi ilohy.
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