1. tyden (10. — 16. tnora): Piectéte 1 — 8, k prikladum ve 2, 4, 6, 8
pridejte dalsi a tyto vase priklady vlozte na sdileny disk. Termin: pondéli
ve druhém tydnu (17. unora). Ve tfetim tydnu vybrany student tuto Cast
predvede ostatnim na cviceni (prezencniho studia).

U’koly pro prvni ¢ast jsou vyse podrobné rozepsané. Pozadavek vlozeni
piikladu/vypoctu do néasledujictho pondéli plati i pro dalsi ¢asti. Stejné tak

i predvedeni na cviceni.

2. tyden: Prectéte 9 — 16, vysvétlete pozorovani v 11, k prikladum v 13
pridejte dalsi, provedte vypocty v tiloze 14 a vyieste tlohy v 16.

3. tyden: Prectéte 17 — 24, vyieste tilohu 17, proved'te vypocty v pifkladech
18, 21 a 24.

4. tyden: Prectéte 25 — 32, vyfeste tlohy v 27 (hvézdickovou tlohu vo-
litelné) a ukazte, ze implikace (6), (7) maji stejnou pravdivostni hodnotu.

5. tyden: Prectéte 33 — 36 a vyfeste tlohy v 35.



Polynomy
11. tnora 2025

Cil: Zopakovat a doplpnit znalosti polynomu a racionalnich funkei.

Metacil: Zlepsit se ve ¢teni matematického textu. Zvysit houzevnatost pti
dosahovéani svych cilu. Smérovat k modelu prevracené tiidy.

1. Znaceni. Funkci f s definicnim oborem D; a oborem hodnot Hy C R
budeme znacit

fIDf—>R

pripadné
f : Df —na Hf

a fikdme, ze funkce f zobrazuje mnozinu D; na mnozinu H.
Funkéni hodnotu v bodé = znac¢ime f(z) a piseme

frae flo)
Pokud chceme uvést i defini¢ni obor Dy, piSeme
frx— f(x), xe Dy

Pokud u funkce zadané funkénim predpisem neuvedeme defini¢ni obor,
mame na mysli tzv. prirozeny defini¢ni obor zahrnujici ¢isla, pro které ma
predpis funkce smysl.

2. Piiklady.
1. Priklady funkei f : (0,00) — R jsou:
(a) f(z) =log(x)
b) f(x)=vVa2+1,2>0
2. Priklady funkei f : [0,4] — R jsou:

r—z* xel0,1)
(&) f(x):{ 2 - 4? xe[[l,él]

(b) flx)=vr+Vi-u

3. Definice rovnosti funkci. Necht f: D; = R, g : D, — R jsou funkce.
Rekneme, ze se funkce f, g rovnaji a piSeme f = g, pokud plati

(i) Dy =D,
(i) (Vo e Dy)(f(z) = g(x))

4. Priklady.



1. Funkce f(z) = 2log(z?), g(x) = log(x*) se rovnaji.

2. Funkee f(x) = 2log(z), g(x) = log(x?) se nerovnaji, protoze maji rtizné
defini¢ni obory.

3. Funkce f(z) = z, g(x) = Va2 se nerovnaji. Nemaji stejné funkéni
hodnoty pro z < 0.

4. Funkee f(z) = (z +1)? — (z — 1), g(z) = 4 se rovnaji.
5. Funkce f(z) =sin(x+ 1) +sin(x — 1), g(z) = 2sin(x) cos(1) se rovnaji.

5. Definice kofenu funkce. Necht D C R je mnozina, f : D — R je funkce.
Cislo z € D nazveme kofenem funkce f, pokud plati f(x) = 0.

6. Piiklady.
1. Cislo = 2 je kotenem funkei f(z) = log(z — 1), g(x) = 4 — 22,

2. Cislo z = 1/(57) je kofenem funkce f(x) = wsin(1/z), éslo = 0 nenf
kofenem této funkce.

3. V piikladu 2(a) odstavce 2 jsou ¢isla x1 = 0, zy = V2 kofeny funkce f,
zatimco ¢fsla x5 = 1, 24 = —v/2 jejimi kofeny nejsou.

7. Definice aritmetickych operaci s funkcemi. Necht f : D; — R,
g: Dy — R jsou funkce, c € R.

Definujeme soucet f + g, souc¢in fg a podil f/g funkei f, g a ndsobek cf
funkce f

f+g:z — f(z)+g(x), re€DfND,
cf:x — cf(x), x€Dy
fg:x — f(z)g(x), x€DfND,
flg:x — [f(@)/g(z), xef{teD;ND,:g(t)#0}

Rozdil funkei f, g definujeme pomoci souc¢tu a nasobku

f—g=f+(-1)g

8. Priklady. Necht f(z) =2+ 1, g(z) =1 —x.
Pak fg:x—1—2° f+3g: 20— —20+4, f —2g: 2+ 3z — 1.
Néekdy pouzivame ponékud tézkopadny zapis

(f9)(x) =1—a?,

(f +39)(x) = =22 +4,

(f —29)(z) =3z — 1.



9. Definice polynomu. Necht n € Ny, ag,...,a, € R, a, # 0. Vyraz P
v (1) nazyvame polynomem stupné n, piseme st(P) = n, ¢isla a,, nazyvame
koeficienty polynomu, vyrazy aiz® nazyvame ¢leny polynomu.

n

P:anaz"—l—...alx—l—ao:Zakxk (1)
k=0

Vyraz P = 0 nazyvame nulovym polynomem. Stupein nulového polynomu
nedefinujeme.’

Funkci P : R — R, ktera ¢islu x prifadi hodnotu vyrazu P nazyvame téz
polynomem. Funkéni hodnotu v tomto pripadé znac¢ime P(x). (Terminologie
je tedy v tomto pripadé nejednoznacna. Zpravidla bude déno kontextem, zda
mame na mysli vyraz nebo funkei, v opacném piipadé to uvedeme.)

10. Definice rovnosti polynomii. Necht P, ) jsou polynomy a mame na
mysli vyrazy, nikoliv funkce.

P = po+pa+-+pua™ = pa
k=0

Q = @t+qr+-+ga" =) gt
k=0

Rekneme, ze polynomy P, () se rovnaji a piseme P = @, pokud plati
(i) Rovnaji se jejich stupné: st(P) = st(Q).
(ii) Rovnaji se koeficienty u stejnych mocnin. Tedy pro vSechna k € Ny,

k < st(P) plati pr = qy.

11. Pozorovani o rovnosti polynomi a nulovém polynomu. Necht P,
@ jsou polynomy. Ukazte, ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni.

(i) P = @ ve smyslu rovnosti vyrazu

(ii) Rozdil P — @ je nulovy polynom.

12. Rovnost vyrazi a rovnost funkci. Rozmyslete si, Ze z rovnosti poly-
nomu P = @ plyne rovnost funkei P : z — P(x), Q : z — Q(x).

Nize v textu, v odstavci 33, ukazeme, ze plati i opacna implikace. Tedy,
ze 7 rovnosti funkei plyne rovnost vyrazu. Priklady v odstavci 4 ukazuji, ze
jiné funkce se mohou rovnat, prestoze jejich vyrazy nejsou totozné.

13. Piiklady.

1V nékterych kontextech se hodi definovat stupeii nulového polynomu rovny —1. My
to délat nebudeme.



1. Necht a e R, P=224+2, Q = 2>+ ax + 2, R = 2? + ax + 3. Pak se
polynomy P, () rovnaji pro a = 0 a pro a # 0 se nerovnaji. Polynomy
P, R se nerovnaji pro zadnou hodnotu a.

2. Necht a,b € R, P = azx+b, Q = 3. Pak se P = Q, pravé kdyz je a = 0,
b=3.

14. Uloha. Vynésobte a se¢téte polynomy P = 222 — 3z + 1, Q = x + 3
zpusobem, ktery znate ze stredni Skoly.

Zamyslete se, jak byste definovali soucet a soucin polynomiu. Nize je,
mozna se vam bude zdat, ze komplikované, napsand definice téchto operaci.
Zamyslete se nad vyznamem komplikaci a pripadné navrhnéte zjednoduseni
formulace.

15. Definice aritmetickych operaci s polynomy. Necht ¢ € R, m,n €
Ny, m < n. Necht P, Q jsou polynomy

P = po+pa+-tpua™ =Y pa (2)
k=0

Q = @t+qr+- -+ g2 =) gt (3)
k=0

Definujeme soucty P + @), QQ + P, soucin P(Q) a nasobek cP

P+Q=Q+P = > (m+a)d*+ D> qat
k=0 k=m+1
nm k
PQ = Z (ZPIle> "
k=0 \1=0

cP = cpytepa e Fepma™ =) epat
k=0

Rozdil polynomu P, ) definujeme pomoci souc¢tu a nasobku

P-Q=P+(-1)Q

16. Ijlohy.

1. Ukazte, ze pii nasobeni nenulovych polynomu se jejich stupné scéitaji,
formélné zapsano st(PQ) = st(P) + st(Q).

2. Naleznéte polynomy P, () takové, ze

(a) st(P+ Q) = st(P)
(b) st(P+ Q) = st(Q)



(c) Neplati ani (a), ani (b).

Jaky nejmensi a nejvétsi stupen ma polynom P+ Q7 Vyjadiete pomoci
stupnu polynomu P, Q.

17. Uloha. V predchozi definici jsme vynechali déleni, protoze vysledkem
déleni polynomu nemusi byt polynom.

V nésledujicim piikladu 18 ukazujeme, jak déleni polynomu se zbytkem
vyjadiime pomoci ndsobeni polynomu. Je to podobné jako s délenim celych
¢isel: Zvolte dvé ¢isla a,b € N, a > b > 1, vydélte a/b, celoc¢iselny vysledek
ozvacte p a zbytek oznacte z. Ukazte, ze plati

a=bp+z (4)

Volbu a,b a vypocet opakujte, dokud vam nebude jasné, pro¢ rovnost (4)
plati vzdy.

18. Piiklad. P = 2° — 2% + 32 — 2 je polynom pétého stupné, Q = 22—z —3
je polynom ttetiho stupné.
Vydélte polynomy P, Q)

(2° —2* 4+ 32— 2) : (2® —x — 3)
Vysledek déleni oznacte R, zbytek oznacte S a ukazte, ze plati

P=RQ+S

19. Véta o déleni polynomu polynomem se zbytkem. Necht P, () jsou
polynomy stupné np,ng € Ng, ng < np.

Pak existuje polynom R stupné nrp = np — ng a polynom S, ktery ma
stupen ng < ng nebo je nulovym polynomem? takové, Ze pro polynomy P,
@, R, S plati rovnost

P=QR+S

20. Dikaz vynechame. D4 se provést vypoctem koeficient polynomu R, S
tak aby se polynomy P, QR+ S rovnaly (médme na mysli rovnost vyrazu, tedy
rovnost koeficientti u odpovidajicich mocnin). Vice v nasledujicich piikladech.

21. Piiklady.

2Zde by se hodilo definovat stupeii nulového polynomu jako —1. Formulace véty by pak
byla kratsi.



1. Nechf P =5z* —22% + 22+ 32— 1, Q = 22 + 2.
Napiste polynomy R, S stupnu n, m dle véty o déleni polynomu poly-
nomem ve tvaru
R = ro+rzx+---+r,a”
S = sp+six+-+ 52"
a napiste rovnost polynomu (ve smyslu rovnosti vyrazu) P = QR + S
ve tvaru soustavy rovnic pro koeficienty polynomu R, S.
Ukazte, ze tato soustava ma jednoznac¢né feSeni aniz byste ji vytesili.

2. Vyieste predchozi ilohu pro obecné zadané P = aua? + asza® + asx? +
a1x + ag, ag # 0. Q = 22 + 2 zvolte stejné.

3. Vyfeste piedchozi tilohu (tj. tilohu 2) pro obecné zadané @ = byx? +
bix + by, ba # 0. P zvolte stejné.

22. Véta o déleni polynomu kofenovym ¢&initelem. Necht P je poly-
nom, x, je jeho kofen.
Pak existuje polynom R stupné st(R) = st(P) — 1 takovy, ze pro x € R
plati
P(x) = (x — o) R(x)

23. Dukaz. Q(z) = x — x¢ je polynom prvniho stupné. Proto dle véty o
déleni polynomu polynomem existuje polynom R stupné st(R) = st(P) — 1
a ¢islo a takové, ze pro x € R plati

P(z) = (x —x9)R(x) + a

Dosazenim = = zy dostaneme P(xy) = (xg — xo)R(x0) + a. Protoze je x
kofen polynomu P, plati P(z) = 0, tedy a = 0, a tedy

P(x) = (z — x) R(x)

24. Priklad. Ukazte, ze © = 0, x = 1, x = 2 jsou kofeny polynomu P =
4x° —122* + 723 + 322 — 22. Pomoci postupného déleni kofenovym ¢initelem
vypoctéte dalsi koreny polynomu P.

25. Véta o pocétu kofenii polynomu. Necht n € Ny, ag,...,a, € R,
a, # 0, polynom P je zadany vztahem

P(z) = apa™ +...a1x +ap = Zakxk
k=0

Pak ma P nejvyse n ruznych realnych korenu.

26. Dtkaz provedeme matematickou indukei.
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1. Necht n = 1. Predpokladdme a; # 0, proto m4 polynom P(z) =
a1 + ag pravé jeden kotren (podrobnosti nechdme na ctenéii).

2. Nechf N € NT a predpoklddejme, Ze polynomy stupné n < N maji
nejvyse n korenu.
Necht je P polynom stupné N + 1. Pokud nemd zadny realny koien, je
tvrzeni véty pro P dokézané.

Necht méa P alesponi jeden redlny koien, ozna¢me ho x. Z véty o déleni
polynomu kofenovym c¢initelem plyne existence polynomu R stupné N
takového, ze pro x € R plati

P(x) = R(zx)(x — o) ()

7 indukéniho predpokladu plyne, ze polynom R ma nejvyse N kofent.
Z (5) pak plyne, ze P ma nejvyse N + 1 kofenu.

Dokazali jsme tvrzeni véty pro polynomy stupné jedna i indukéni krok, proto
tvrzeni plati pro vsechna n € NT.

27. Ulohy. *Ukazte, Ze polynom tietiho stupné ma vzdy alespoii jeden
redlny kotfen. Dale uved'te pifklady polynomu P, ), R tiettho stupné ta-
kovych, ze

1. P ma tfi ruzné realné koreny,
2. (Q méa praveé dva ruzné realné koreny,

3. R ma prave jeden redlny koten.

28. Lemma o nenulovém polynomu. Necht P je polynom stupné n € Nj.
Pak méa P konecné mnoho navzdjem ruznych kotent.

29. Dikaz je jednoduchym dusledkem véty o poctu kofent polynomu.
Podrobnosti nechdme na ctenéafi.

30. Lemma o nulovém polynomu. Nechf P je polynom, ktery mé ne-
koneéné mnoho navzijem ruznych korenu.
Pak je P nulovy polynom.

31. Poznamka o nepfimém ditkazu a obménéné implikaci. Necht A,
B jsou vyroky. Rozmyslete si, ze vyrok

A= DB (6)

je ekvivalentni s vyrokem

-B = -A (7)

vvvvv

komplexnich ¢isel nebo vlastnosti spojitych funkei.



Implikaci (7) nazyvame obménénou implikaci implikace (6).

Pii dukazu tvrzeni formulovaného jako imlikace (6) muzeme dokazovat
bud implikaci (6) a takovy dikaz nazyvdme primgm dikazem, nebo dokazu-
jeme implikaci (7) a takovy dukaz nazyvame neprimym dikazem.

32. Diikaz lemmatu o nulovém polynomu provedeme nepiimo. Tvrzeni
zapiSseme pomoci implikace (6), kde

Vyrok A : Polynom P mé nekoneéné mnoho navzdjem ruznych kofenu.

Vyrok B : P je nulovy polynom.

Pravdivost obménéné implikace (7) plyne z lemmatu 28 o nenulovém poly-
nomu.

33. Lemma o rovnosti polynomii. Necht P, Q) jsou polynomy stupiu n,
m

P = pyo+pix+-- +pa” (8)
Q = @+qar+- -+ g™ 9)

Necht se rovnaji funkce P : z +— P(z), Q : x — Q(x).
Pak se rovnaji polynomy jako vyrazy, tj plati n = m a pro vSechna k € Ny,
k < n plati pp = qx.

34. Dtkaz. Rozdil polynomu R = P — @ je polynom. Pokud se polynomy
P, Q rovnaji ve smyslu rovnosti funkci, jsou vSechna x € R kofeny polynomu
R. Proto mé polynom R nekonec¢né mnoho kofenu a odtud a z lemmatu o
nulovém polynomu plyne, ze R je nulovy polynom.

Tvrzeni véty pak plyne z pozorovéani v 11.

35. Ulohy.

1. Naleznéte A, B, C' € R pro ktera se rovnaji funkce f = g. Svuj postup
zduvodnéte.

f(x) = b52°—132+5
g(x) = (A+B)2x* +(-24-3B+C)x+2A—-3C

2. Naleznéte A, B,C € R pro kterd se rovnaji funkce f = g. Svuj postup

zduvodnéte.
522 — 13z +5
/() (x —3) (22 —2x+2)
(z) A n Bz +C
a g
g r—3 22-2x+2

36. Poznamka. Zlomky v definici funkce g v tiloze 35.2 nazyvame parcialnimi
zlomky.



