Riemannuv integral



Motivace

Chceme vypocist, nebo alesponn odhadnout, obsah mnoziny
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Pfi vypocétu jsme pouzili vlastnosti obsahu
(i) Obsah obdélniku O o stranéch a, b je roven S(O) = ab.

(ii) Maji-li mnoziny M;, My prazdny prunik, M; N My = (), pak je obsah
jejich sjednoceni roven souctu jejich obsahl

S(M, U My) = S(My) + S(Mz) (1)

Tuto vlastnost nazyvame aditivita obsahu.

Vztah (1) plati i v pfipadé, Ze je prunik mnoZin neprézdny, ale ma
nulovy obsah. Napfiiklad, kdyz maji dva obdélniky spoleénou stranu.
V obecném piipadé plati

S(My U My) = S(My) + S(My) — S(My N M)

(iii) Je-li My C M, pak je S(M;) < S(Ma).

Tuto vlastnost nazyvame monotonie obsahu.



Pfi definici Riemannova integralu budeme potifebovat pojmy horni a dolni
hranice mnoziny a supremum a infimum mnoziny. Pfipomeneme definice
téchto pojmu a vztahy mezi nimi.

Definice 1 (horni a dolni hranice mnoziny). Cislo H € R nazveme horni
hranici mnozZiny M, pokud plati

VeeM:2 < H
Cislo D € R nazveme dolni hranici mnoziny M, pokud plati

VeeM:2>D

Definice 2 (supremum a infimum mnoziny). Necht M C R je mnozina.
Cislo S € R spliujici (i), (ii) nazveme supremem mnoZiny M a budeme
znagit S = sup(M).

i)VeeM:2< S
(ii) Ve>0dz e M :2 >S5 —¢

Cislo s € R spliujici (iii), (iv) nazveme infimem mnoziny M a budeme
znalit s = inf(M).

(iii) Vee M :z > s
(iv) Ve>03dz e M:z <s+e

Z vlastnosti (i) plyne, Ze supremum mnoZiny je horni hranici mnoziny.
Nésledujici lemma ukazuje, Ze supremum mnoziny je nejmensi horni hranici
mnoziny.

Lemma 3 (o supremu a horn{ hranici mnoziny). Necht je M C R mnozina
a Cislo H je horni hranice mnoziny M.
Pak plati H > sup(M).

Dikaz provedeme nepiimo. Dokézeme implikaci: je-li H < sup(M), pak
H neni horni hranici mnoziny M.

Zvolme € = sup(M) — H. Pak z H < sup(M) plyne € > 0.

Z (ii) pak plyne existence z € M takového, ze plati z > sup(M) — e.

Dosazenim € = sup(M) — H dostaneme z > sup(M) — (sup(M) — H) a
po upravé dostaneme z > H. Odtud plyne, Ze H neni horni hranice mnoziny
M. O

Jako cviceni dokazte analogické tvrzeni pro infimum a dolni{ hranici.

Lemma 4 (o infimu a doln{ hranici mnoziny). Necht je M C R mnozina
a Cislo D je horni hranici mnoziny M.
Pak plati D < inf(M).
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Definice 5 (Riemanntv integrél, riemannovskd integrovatelnost funkce).
Necht a,b € R, a < b, [ = [a,b], f je funkce omezen na intervalu I.

Posloupnost ¢isel z;, 7 € {0,1,...,n} spliujici 2o = a, z, = b, z; < T;41
pro i € {0,1,...,n — 1} nazveme délenim intervalu I. Déleni oznatime D =
(xo’fvh s axn)-

Cislo

HIS(f,D) i= Y @11 — 2 supl[[{@) & € [or, 1_D%

=0

nazveme hornim integrdinim souctem funkce f pro déleni D.
Cislo

(H

DIS(f,D):= Y (xiy1 — z:)@f{f(z) : z € [zi, Tit1]}

i

—

n—

I
o

nazveme dolnim integralnim souctem funkce f pro déleni D.
Dolnim Riemannovym integrdlem funkce f pres interval I nazveme Cislo

b
R)/ f(z)dz :=sup{DIS(f, D) : D je déleni intervalu I}
Hornim Riemannovym integrdlem funkce f pres interval I nazveme Eislo
b
R)/ f(z)dz := inf{HIS(f, D) : D je délen{ intervalu I}

Funkci f nazveme riemannouvsky integrovatelnou na intervalu I, pokud se

Je_]l doln{ a horni Rlemannovy mtegra,ly rovnap tedy pokud

—

R) / f@)dz = () | ' f@) da - @)

Spole¢nou hodnotu v (2) pak nazgyvidme Riemannovym integrdlem funkce f
na tntervaly I a znacime
/ f(z)dz

I R






Piiklad 6. I = [0,1], f(z) =z, z; = i proi € {0,1,2,3,4,5}. Spocitame
DIS, HIS.

Piiklad 7. I = [0,1], f(z) = 2, z; = £ pro i € {0,1,...,n}. Spocitdme
DIS, HIS.

Piiklad 8. I = [0, 1], f je Dirichletova funkce

[ 1 zeQn]0,1]
/(=) _{ 0 jinak

D je déleni intervalu I. Spoc¢itdme DIS, HIS i dolni a horni Riemanntiv
integrdl a ukdzeme, ze funkce neni riemannovsky integrovatelna na intervalu
I

Priklad 9. I = [a,b], f je konstantn{ funkce f(z) =k, D je déleni inter-
valu /. Spocitame DIS, HIS i dolni a horni Riemannuv integral a ukazeme,
ze funkce je riemannovsky integrovatelnd na intervalu I a plati

(R) / hde = hlh—g) (3)
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Lemma 10. Necht a,b € R, a < b, I = [a,b], f je riemannovsky integro-
vatelnd funkce na intervalu 1.
Necht c € I, C € R, g je funkce definovand vztahem

C =
gw:{ﬂxméﬂ@}

12 /‘1_ /(@’(}Z’C—z /L\ AN INAT """ - " ' T"’ff e LO/ =, /‘-/\c)’lf\
Hlavm myslenka diikazu. Necht je § > 0, 5 < b— a. Zvolime déleni D o
obsahujici interval I; := [z;, Z;41] 3 ¢ délky z;1, — z; = 0. Cn. /F Y
Pak je TN

|HIS(f,D)— HIS(g,D)| <4|f(c) — g(c)] A~

: oy ot —
Odtud plyne (@ )gﬁz-- A =

b b o~ ( o~
R [ f@)do=(B) [ g(o)ds = oM (-
a a TN (=< GV

Podobné pro DIS a dolni Riemannuv integral. [

Poznamka 11. Riemannuv integral jsme definovali na uzavieném inter-
valu [a,b]. Z lemma 10 plyne, Ze zménou funkéni hodnoty integrované funkce
f v jednom bodé se nezméni hodnota integrdlu a nezméni se ani to, zda je
funkce f riemannovsky integrovatelnd.

Proto nevadi, kdyz funkce v jednom, nebo i ve vice, ale kone¢né mnoha
bodech, neni definovand. Z toho duvodu muzeme mluvit o riemannovské
integrovatelnosti a Riemannové integralu funkce na otevieném omezeném
intervalu I = (a,b), kde a,b € R, a < b.
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Nize v lemma 13 dokézeme postacujici podminku riemannovské integro-
vatelnosti funkce. V zavéru dukazu budeme potiebovat lemma 12, které nyni

dokazeme.

Lemma 12 (o limitnim ptechodu). Necht K € R, K > 0 a necht plati
Ve>0: K <e. ¢,

Pak je K = 0. —f =

Diikaz provedeme sporem. Piedpoklddejme tedy, ze K > 0. Zvol;ne €=
K/2. Pak jee >0 a K > ¢. To je spor s piedpokladem K < e.

Lemma 13 (o riemannovské integrovatelnosti).

Necht a,b € R, a < b, I = [a,b], f je funkce omezend na I.

Necht pro kazdé € > 0 existuje déleni D intervalu I takové, ze plati
HIS(f,D)— DIS(f,D) <e

Pak je funkce f riemannovsky integrovatelna na intervalu I.
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