Vlastnosti Riemannova integralu

Derivace integralu podle horni meze



Véta 19 (o vlastnostech Riemannova integrdlu). Necht a,b € R, a < b,
I = [a,b]. Necht jsou funkce f, g definované na I.
Pak plati

(i) Necht ¢ € (a,b). Pak je f riemannovsky integrovatelns na I pravé kdyz
je riemannovsky integrovatelnd na obou intervalech [a, c], [c, b] a plati

b c b
(A7) [ f@)de=(®) [ o+ ® [ f@)as 3
Tuto vlastnost nazyvame aditivitou vzhledem k integraénimu oboru.
(ii) Necht jsou f, g riemannovsky integrovatelné na I. Necht plati
Ve el: f(z) < g(z).
Pak plati
b b
(B [ o< ®) [ gla)ds (14)

Tuto vlastnost nazyvame monotonii vzhledem k integrované funkci.

Hlavni myslenky dikazu.
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Véta 20 dilezita (o derivaci integrdlu podle horni meze). Necht a, b € R,
a<b, I =]a,b|, fje funkce riemannovsky integrovatelna na intervalu I.
Definujme pro ¢ € (a, b]

R(t) := (R) / i) dz

Necht ¢ € (a,b) a funkce f je spojitéd v bodé t.
Pak je funkce R diferencovatelnd v bodé ¢ a plati R'(t) = f(¢).

Hlavni myslenka dikazu. Necht h > 0, t + h € (a,b). Z aditivity
integralu vzhledem k integra¢nimu oboru plyne

t+h
R(t+h) = R(t) + (R) / Ha)da

Odtud plyne X
R(t+h) — R(t) = (R) /t f(@)ds

Protoze je funkce f spojitd v bodé ¢, je pro malé h priblizné

(&[ f(z)dz = hi (e

Odtud dostaneme R(t+h) — R(t
AL (15)

Podobné pro h <0, t + h € (a,b) dostaneme

R(t) = R(t+ h) + (R) t f(z)dz

e t+h

Odtud .
R(t+ h) — R(t) = —(R) f(z)dz

t+h
a ze spojitosti funkce f v bodé ¢t dostaneme pro malé h priblizné

t

(R) | f(z)dz = —hf(t)

t+h
Odtud dostaneme (15). O

V dikazu se hodi zavést integral pro obecnéjsi meze, viz nésledujici defi-
nice.
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Definice 21. Necht a,b € R, a < b, I = [a,b], f je funkce riemannovsky
integrovatelnd na intervalu I. Necht o, 8 € I, o > . Definujeme J
a e
R) / f(z)dz = 0 (
aﬁ o {
B [ e - —(R)/ﬁ f(@)da o & L 4

Lemma 22. Necht a,b € R, a < b, I = [a,b], f je funkce riemannovsky

integrovatelnd na intervalu I. Necht o, 3,v € I.

Pak plati
B8 7y ¥
(R) / f(z) dz + (R) / fa)do=(B) [ f@)ds o= (16) Yo

Dikaz. Pro a < ﬁ < ’)’_\‘]e (16) totozné s (13). Zbyva probrat ostatni
moznosti pro a, 8, v. Ukdzeme dva pripady, ostatni nechdme &tendfi jako
cviceni.

Necht =v > (. Pakj

ec Je o} //fy"ﬁ_ ak je

: L———%'/
/f(a: - —(R)/:f(x)dx ”\MQLVT(/\
B [ = @ [ e | 1
B B | l

R)/vf(x)dx — B (L =

Dosazenim do (16) dostaneme po dpravé nulu na obou stranach rovnosti, a
tedy (16) plati.

Necht je 8> a > 7 Pak z (13) plyne _____I'____\__/——{——-

«(R)/?dﬁ /f Lf

Dosazenim z deﬁnlce 21 dostaneme A\ \/

—(R) / Fla) do+ (B / f(@)ds = —(R) /;f(:v)dw A

a odtud po tpravé dosta&e e (16). O
N

\_\ - //



Dukaz véty o derivaci integrdlu podle horni meze. Pro t,t + h €
(a,b) je

R(t + k) — / flz

Necht je f spojitd v bodé t. Zvolme € > 0. Pak existuje 6 > 0 takové, Ze pro
z € (t—0,t+9) je
ft) —e < flz) < f(t)+e (17)

Zvolme h € (0,6). Pak z (17) a z monotonie integrdlu podle integrované
funkce plyne

t+h t+h t+h
za[ fm—ewsua[ f@ﬂusua[ £(t) +edz

Integrél z konstantni funkce je roven dle (3)

(M[MNW%M=WW%W @[MKWHM=WWHW
Odtud dostaneme

(F(8) — )b < R(t+h) — R(t) < (f(6) + )b
Nerovnosti vydélime h > 0 a odegteme f(t). Dostaneme

e AN ZRE g <. (18)

Odtud plyne
lim R(t+ h) — R(¢)

h—0t+ h

= f(t) (19)

Podobné pro h € ( ) dostaneme

(R) /+h?x < (R) - f(:z; Ydz < ( /+h®{x

) < R(t) — R(t + h) < —h(f(¢ )+6)
Odtud Vydelemm —h > 0 a odettenim f(t) dostaneme (18) a déle
lim R(t + h) — R(?)
h—0— h

Z (19), (20) pak plyne R'(t) = f(t). O

odtud

= f(t) (20)
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Véta 23 dilezitd. Necht a,b € R*, I = (a,b). Necht f je funkce spojité
na /. :
Necht ¢ € I. Definujme funkci R, vztahem

=m/fmw (21)

Pak je f. diferencovatelnd na I a plati@

Dukaz. Necht je t > c. Pak vztah R.(t) = f(t) plyne z véty o derivovani
integralu podle horni meze.

Necht je t < c. Zvolme ¢ € (a,t). Pak z aditivity integralu podle inte-
gracniho oboru plyne

/f(x dx+(R/f de={ )/ e

—k(£)

Odtud po upravé a dosazeni z (21) dostanegle

/ﬂxm— /fmm

Na pravé strané zderivujeme levy integrdl podle horni meze a dostaneme
f(t). Pravy integrél je konstantni (nezdvis{ na proménné t), jeho derivace je
tedy rovna nule.

Dostavame tedy R.L(t) = f(¢). O




Lemma 24. Necht a,b € R, a < b, [ = [a,b], f je funkce riemannovsky
integrovatelna na intervalu /. Ozna¢me pro ¢ € (a,b) =

R{f) i= (R)/ f(z)dz

Pak plati

lim R(t) = o@\ lim R(t) = (R) / ’ f(z)dz

Dukaz.
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