Newtonuv integral



Definice 30 (Newtoniv integrdl). Necht a,b € R*, a < b, I = (a,b),
necht jsou funkce f, F definované na intervalu I. Necht je F primitivni
funkce f na I. Necht existuji koneéné limity

lim F(z), lim F(z)

z—at b~

Pak tikdme, Ze je funkce f Newtonovsky integrovatelnd na intervalu I a
Newtonovym integrdlem funkce f na I nazyvame ¢cislo

Fe< ] &
/ f(z)dz:= lim F(x) — lim F(z) (24)

z—b— z—at

Hodnotu na pravé strané (24) nazyvame Newtonovym integrdlemiv piipadé,
ze je néktera z limit nevlastni a jejich rozdil je definovén.

Piiklad 31. Vypoéteme () fo“f dz.

Priklad 32. Ukdzeme, ze f(z) = E neni Newtonovsky integrovatelna na
intervalu (—1,2).

Priklad 33. Vypocteme (V) f_21 |z| dz.
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Véta 34 (o vlastnostech Newtonova integrdlu). Necht a,b € R*, a < b,
I = (a,b). Necht jsou funkce f, g definované na I.
Pak plati

(i) Necht je f newtonovsky integrovateln4 na intervalu I a necht c€(a,b).

Pak je f newtonovsky integrovatelnd na intervalech (a,c), (c,b) a plati \

\
|

) [ 1@ =) [ @ o+ ) [s@de @)

a a c
Tuto vlastnost nazyvame aditivitou vzhledem k integracnimu oboru. C. /b

(ii) Necht je f newtonovsky integrovatelns na I. Necht plati
Veel: f(z)>0
Pak plati \
(N)/ f(z)dz >0 (26)
Tuto vlastnost nazyvame pozitivitou newtonova integrdlu.

(iii) Necht jsou f, g newtonovsky integrovatelné na I. Necht a, 8 € R.

Pak je funkce h = af 4+ Bg newtonovsky integrovatelné na I a plati (na
pravé strané jsme pro vétsi pfehlednost vynechali znacku (V))

(N)/abh(:c)dx:a/abf(:v)d:c+ﬁ/abg(x)dx

Tuto vlastnost nazyvame linearitou newtonova integrdlu.

(iv) Necht jsou f, g newtonovsky integrovatelné na I. Necht plati

Ve el: f(z) < g(z).

b b
N)/ f(z)dz < (N)/ g(z)dz (27)

Tuto vlastnost nazyvame monotonii newtonova integrdlu.

Pak plati

Dukaz.
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Véta 35 dulezitd (Newton — Leibniz). Necht a,b € R, a < b, I = [a, b].
Necht je funkce f spojitd na intervalu I.
Pak je f riemannovsky integrovatelnd na I, newtonovsky integrovatelnd,

na (a,b) a plati
b b
™) [ fe)de = () [ f@)do (28)

Dikaz. Protoze je funkce f spojitd na uzavieném intervalu I, je na ném
podle véty 15 riemannovsky integrovateln4.
Zvolme c € (a,b). Pak je dle véty 29 funkce F' primitivni k f na intervalu

(a,b) o
/ £(8) — \l T
Definujme déle pro z € (a b)
"
&
R(z) / o |
\/,\» /{‘f

Z aditivity Riemannova 1ntegralu vzhledem k integraénimu oboru (véta

16, (1)) plyne
R)/zf(t) /f dt+ /ft)dt o AT

Odtud dosazenim z definice funkei F', R dostaneme ———— P"‘*—{‘ "”/-’M_j;

/f dt+R)

Z limit v lemmé plyne ( clen S mtecrralem Je konstantni — nezavisi na

proménné x) e ) ‘\\
M NGNS Q) = O )
\ :z:l—lgl“l' F(.’II) - >(\) C;V ’
/\‘f b 5 ~ e V-t
/| lim F(z) = £)dt -
[ (i F=) ) J, 1@ ) o ¢
1 Ny
Odtud plgfne, ze je f newtonovsky integrovatelnd na (a,b) a plati rovnost

(28). O
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Piiklady 36.

1. Vypocteme integral (N) f_zl |z| dz.

Protoze je funkce f(z) = |z| spojitd na intervalu I = [—1,2], je dle
Newton-Leibnizovy véty na intervalu I newtonovsky integrovatelna.

Muzeme tedy pouzit aditivitu integralu vzhledem k integraénimu oboru
(véta 34 (1))

Odtud plyne

/ |z| dz = (N) |:1:]dx+ (N) / |x|dg; [?%’Zj—f+ LJ‘S]()Z:\-%

V téchto integrdlech lze odstranit absolutni hodnotu a da151 vypocet
nechame na Ctenafi.

2. Vypocteme integral (N) [ /1 — sin*(z) dz.

Po tpravé dostaneme (N) [i | cos(z)| dz.

Pouzijeme aditivitu integralu, poté v integrdlech odstranime absolu
hodnotu a minus vytkneme pfed integral

) /0 " Tes(e)|d = (M) /0 " os(z) dz — (N) / " o) s

/2

Vypoctem pak dostaneme

(N) /0 IR p—



