
Úlohy na cvičeńı 15. dubna 2025 z AN2

Prvńıch osm úloh je přeformulováno z minulého týdne.

1. Na ose x vyznačte body xi < xi+1, ci = (xi + xi+1)/2.

Načrtněte graf funkce f na intervalu I := [xi, xi+1].

Zvolte ε̃ > 0 tak, aby platilo

(∀x ∈ I)(f(x) ∈ Uε̃(f(ci))

a na ose y vyznačte hodnoty f(ci)− ε̃, f(ci) + ε̃.

Nad intervalem načrtněte obdélńıky, jejichž obsahy odpov́ıdaj́ı člen̊um
Hi, Di horńıho a dolńıho integrálńıho součtu.

Ukažte graficky, že plat́ı

Hi ≤ (xi+1 − xi)(f(ci) + ε̃) (1)

Di ≥ (xi+1 − xi)(f(ci)− ε̃)

2. Ukažte početně i graficky, že z (1) plyne

Hi −Di ≤ 2(xi+1 − xi)ε̃ (2)

3. Necht’ x0, x1, . . . , xn je děleńı intervalu [a, b], necht’ ε > 0. Necht’ pro
i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} a pro ε̃ = ε

2(b−a)
plat́ı (2).

Ukažte početně i graficky1, že plat́ı

n−1∑
i=0

Hi −
n−1∑
i=0

Di ≤ ε (3)

4. Necht’ I = [a, b] je interval, f je spojitá funkce na I. Necht’ je DIS
dolńı integrálńı součet funkce f přes interval I.

Napǐste definici dolńıho Riemannova integrálu a definici suprema a
ukažte, že plat́ı

DIS ≤ (R)

∫ b

a

f(x) dx (4)

1Načrtněte obdélńıčky, jejichž obsahy odpov́ıdaj́ı výraz̊um z (2) a posuňte je vedle sebe
na osu x.
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5. Napǐste definici horńıho Riemannova integrálu a definici infima a ukažte,
že plat́ı

HIS ≥ (R)

∫ b

a

f(x) dx (5)

6. Necht’ I, f , HIS, DIS jako v předchoźıch dvou úlohách. Ukažte, že
plat́ı

(R)

∫ b

a

f(x) dx− (R)

∫ b

a

f(x) dx ≤ HIS −DIS

7. Necht’ K ≥ 0, necht’ (∀ε > 0)(K ≤ ε).

Ukažte, že K = 0.

8. Necht’ I = [a, b] je interval, f funkce definovaná na I. Necht’ ke každému
ε > 0 existuje děleńı x0, x1, . . . , xn intervalu [a, b], splňuj́ıćı (3).

Ukažte, že je f Riemannovsky integrovatelná na I.

9a Vypočtěte Riemann̊uv a Newton̊uv integrál a pro kontrolu výsledku
udělejte hrubý náčrtek obrazce, jehož obsahu je integrál roven.∫ 1

0

√
3x+ 1dx,

∫ 2π

0

x sin(x) dx

9b ∫ 2

0

exp(−2x) dx,

∫ 2

0

x exp(−2x) dx

9c ∫ π/2

0

x2 cos(x) dx,

∫ 6

2

1

x
dx

9d ∫ 1

0

x5 exp(x) dx,

∫ π

0

(sin(x) + cos(x))2 dx

10a Napǐste definici primitivńı funkce a pravidlo pro derivaci složené funkce.

Poté pro každou z funkćı f , g, h zvolte vhodně interval2 a na tomto
intervalu nalezněte primitivńı funkce k funkćım f , g, h.

f(x) = −x3, g(x) = (sin(x))′ f(sin(x)), h(x) = cos(x) sin3(x)

10b

f(x) =
√
x, g(x) = (x2 + 1)′ f(x2 + 1), h(x) = 2x

√
x2 + 1

2Interval volte otevřený a maximálńı možný.
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