Vlastnosti exponencialni funkce

Exponencialni funkci definujeme axiomaticky jako funkci splnujici

El
D(exp) =R
E2
(Vo,y € R)(exp(z +y) = exp(z) exp(y))
E3

exp(z) — 1 _

lim 1

x—0 X

Z axiomu plynou vlastnosti

A.
(Vz € R)(exp(z) > 0)

Dosdte do E2 /2 za z i y.

(Vz € R)(exp(z) > 0)

Dokazte sporem. Predpokladejte existenci a € R spliujiciho exp(a) =
0. Do E2 dosadte 2 = a, y = b — a a odvod'te Vb € R : exp(b) = 0. To
je spor E3.

exp(0) =1
Do E2 dosadte z = y = 0 a pouzijte B.

exp'(0) =1
Pouzijte C, E3.

exp'(z) = exp(z)
Odvod'te z definice, pouZzijte E3.

F. exp je spojitd na R (plyne z E)

G. exp je rostouci na R (plyne z B, E)



(Vo < 0)(exp(x) € (0,1))
Plyne z B, C, G.

(Vz > 0)(exp(z) > 1)
Plyne z C, G.

(Vx € R)(exp(xz) >z + 1)

Pro funkci f(z) = exp(z) — (z + 1) a jeji derivaci f'(x) = exp(z) — 1
plyne z H, I monotonie a minimum v bodé nula. Odtud a z C pak plyne
J.

mgr—lr-loo exp(a:) = too

Plyne z J a z obdoby policejni véty pro nekone¢nou limitu (horni poli-
cajt je nahrazem nekonecnem).

(Va € R) (exp(—a) _ )

exp(a)

Plyne z C, E2, dosadte z = a, y = —a.

lim exp(—z)=0

T—+00

Plyne z K, L.

lim exp(xz) =0

T—r—00

Plyne z véty o limité slozené funkce a z M.

. Obor hodnot exponencidlni funkce je H(exp) = (0, 4+00).

Plyne z F, G, K, N.

. Tayloruv polynom funkce exp v bodé nula stupné n je
L, Lo —~ 1

Tn($)=1—|—x+§x tot et = Hﬂx

Plyne z C, E.



Q. Pomoci Lagrangeova tvaru zbytku Taylorova polynomu se pak da dokazat

: T o [T S
Ve € R:exp(z) = 73520 T.(z) = nhi&; ad = Z ik
Véta o Lagrangeové tvaru zbytku zni: Je-li f € C([a,z] U [z,a])! a m4
na intervalu (a, x)U(x, a) derivaci fddu n, pak existuje ¢ € (a,z)U(x, a)
takové ze

£(&) = Turale) + /() — a)"

Zde T, , znaci Tayloruv polynom stupné n — 1 v bodé a.

1Symbol C'(M) znaéf mnozinu funkef spojitych na mnoziné M.



