
Okoĺı bodu, limity

Okoĺı bodu a ∈ R: (všechna ε jsou kladná č́ısla)

okoĺı Uε(a) ≡ (a − ε, a + ε) obsahuje č́ısla, která jsou na č́ıselné ose od a

vzdálená o méně než ε

pravé okoĺı (a, a+ ε) obsahuje č́ısla z okoĺı Uε(a), která jsou větš́ı než a

levé okoĺı (a− ε, a) obsahuje č́ısla z okoĺı Uε(a), která jsou menš́ı než a

prstencové okoĺı Pε(a) ≡ (a−ε, a+ε)\{a} obsahuje č́ısla z okoĺı Uε(a) kromě
bodu a

Rozš́ı̌rená reálná osa: R∗ ≡ R ∪ {+∞,−∞}. Body ±∞ rozš́ı̌rené reálné
osy nazýváme nevlastńımi body.

Okoĺı nevlastńıch bod̊u:

Ua(+∞) ≡ (a,+∞)
Ua(−∞) ≡ (−∞, a)
(zde je a ∈ R)

Poznámky:

1. Ṕısmeno U označuj́ıćı okoĺı je z německého slova umgebung.
2. Vı́ce nás zaj́ımaj́ı taková okoĺı, která obsahuj́ı jen jeho bĺızké body – tedy
pro malé hodnoty ε pro okoĺı vlastńıch bod̊u a v př́ıpadě ±∞ pro velká a se
stejným znaménkem jako ±∞ (znázorněte si okoĺı na č́ıselné ose).

Limitu definujeme pomoćı okoĺı

lim
x→a

f(x) = L

znamená, že ke každému okoĺı U(L) bodu L existuje okoĺıO(a) bodu a takové,
že pro všechna x ∈ O(a) plat́ı f(x) ∈ U(L).

Přitom za okoĺı O dosad́ıme:
pro oboustranné limity x → a prstencové okoĺı bodu a,
pro limitu zleva x → a− levé okoĺı bodu a,
pro limitu zprava x → a+ pravé okoĺı bodu a.

Př́ıklady:

1. limx→5 f(x) = 2 znamená:
ke každému okoĺı U(2) existuje okoĺı P (5) takové, že pro všechna x ∈
P (5) plat́ı f(x) ∈ U(2)
pomoćı parametr̊u okoĺı ε, δ a matematických symbol̊u zaṕı̌seme

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Pδ(5))(f(x) ∈ Uε(2))

totéž pomoćı interval̊u mı́sto symbol̊u U , P

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (5− δ, 5) ∪ (5, 5 + δ))(f(x) ∈ (2− ε, 2 + ε))

vše lze přepsat pomoćı absolutńı hodnoty a implikace

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ R)(0 < |x− 5| < δ ⇒ |f(x)− 2| < ε)



2. limx→−2− f(x) = +∞ znamená:
ke každému okoĺı U(+∞) existuje levé okoĺı bodu −2 takové, že pro
všechna x tohoto levého okoĺı plat́ı f(x) ∈ U(+∞)
pomoćı parametr̊u okoĺı a, δ a matematických symbol̊u zaṕı̌seme

(∀a ∈ R)(∃δ > 0)(∀x ∈ (−2− δ,−2))(f(x) ∈ Ua(+∞))

totéž pomoćı intervalu mı́sto symbolu U

(∀a ∈ R)(∃δ > 0)(∀x ∈ (−2− δ,−2))(f(x) ∈ (a,+∞))

pomoćı implikace

(∀a ∈ R)(∃δ > 0)(∀x ∈ R)(x ∈ (−2− δ,−2) ⇒ f(x) ∈ (a,+∞))

3. limx→−∞ f(x) = 1 znamená
ke každému okoĺı U(1) existuje okoĺı U(−∞) takové, že pro všechna
x ∈ U(−∞) plat́ı f(x) ∈ U(1)
pomoćı parametr̊u okoĺı ε, a a matematických symbol̊u zaṕı̌seme

(∀ε > 0)(∃a ∈ R)(∀x ∈ (a,+∞))(f(x) ∈ Uε(1))

totéž pomoćı intervalu mı́sto symbolu U

(∀ε > 0)(∃a ∈ R)(∀x ∈ (a,+∞))(f(x) ∈ (1− ε, 1 + ε))

pomoćı absolutńı hodnoty

(∀ε > 0)(∃a ∈ R)(∀x ∈ (a,+∞))(|f(x)− 1| < ε)

Rozmyslete si:

|x− 2| < 3 je ekvivalentńı s x ∈ (2− 3, 2 + 3), po úpravě x ∈ (−1, 5).
Obecněji |x− a| < δ je ekvivalentńı s x ∈ (a− δ, a+ δ)



Aritmetické operace s nekonečny

1. Sč́ıtáńı
pro a ∈ R je

+∞+ a = +∞
−∞+ a = −∞,

podobně pro opačné pořad́ı sč́ıtanc̊u (sč́ıtáńı je i pro nekonečna komu-
tativńı)
Součet dvou nekonečen

+∞+∞ = +∞
−∞−∞ = −∞
+∞−∞ neńı definované

2. Násobeńı
pro a ∈ R, a 6= 0 je

a ·+∞ = +∞ pro a > 0

a ·+∞ = −∞ pro a < 0

a · −∞ = −∞ pro a > 0

a · −∞ = +∞ pro a < 0

+∞ ·+∞ = +∞
+∞ · −∞ = −∞
−∞ ·+∞ = −∞
−∞ · −∞ = +∞

0 · ∞ neńı definované

3. Odč́ıtáńı
Podobně jako pro reálná č́ısla, i v př́ıpadě a, b ∈ R

∗ definujeme

a− b = a+ (−1) · b

tedy např́ıklad

+∞− (−∞) +∞
+∞− (+∞) neńı definované

4. absolutńı hodnota | ±∞| = +∞

5. Děleńı
Pod́ıl nahrad́ıme součinem

a

b
= a · 1

b



přitom definujeme

1

+∞ = 0

1

−∞ = 0

tedy pro a ∈ R je

a

∞ = 0

∞
∞ neńı definované

Věta o aritmetice limit.

Necht’ a ∈ R
∗ a existuj́ı limity

lim
x→a

f(x), lim
x→a

g(x)

Pak plat́ı

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x)

lim
x→a

(f(x)− g(x)) = lim
x→a

f(x)− lim
x→a

g(x)

lim
x→a

(f(x) · g(x)) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x)

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

limx→a f(x)

limx→a g(x)

pokud je pravá strana definovaná.

Věta o limitě a odmocnině.

Pokud je
lim
x→a

f(x) = L > 0,

pak je
lim
x→a

√

f(x) =
√
L.

Je-li
lim
x→a

f(x) = 0

a existuje okoĺı δ > 0 bodu a, že pro x ∈ Pδ(a) je f(x) ≥ 0, pak je

lim
x→a

√

f(x) = 0.

Je-li
lim
x→a

f(x) = +∞,

pak je
lim
x→a

√

f(x) = +∞

Poznámka. Obě tvrzeńı (o aritmetice limit i o odmocnině) plat́ı i pro jed-
nostranné limity.


