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1. Věta o limitě složené funkce (VLSF). Necht’ a, b, c ∈ R
∗. Necht’

lim
x→a

g(x) = b, lim
y→b

f(y) = c (1)

Necht’ je splněna alespoň jednu z podmı́nek

(i) f je spojitá v bodě b

(ii) existuje okoĺı U(a) bodu a, že plat́ı

∀x ∈ U(a) : g(x) 6= b

Pak plat́ı
lim
x→a

f(g(x)) = c (2)

2. Důkaz. Zvolme ε > 0.
V př́ıpadě (i) existuje okoĺı Uτ (b) bodu b takové, že

∀y ∈ Uτ (b) : f(y) ∈ Uǫ(c)

K τ existuje prstencové okoĺı Pδ(a) bodu a takové, že

∀x ∈ Pδ(a) : g(x) ∈ Uτ (b)

(Na přednášce nakresĺıme grafy f i g.)
Zvolme x ∈ Pδ(a) a označme y = g(x). Pak je y ∈ Uτ (b) a odtud plyne,

že
f(g(x)) = f(y) ∈ Uǫ(c) (3)

V př́ıpadě (ii) existuje prstencové okoĺı Pτ (b) bodu b takové, že

∀y ∈ Pτ (b) : f(y) ∈ Uǫ(c)

Pro x ∈ Pδ(a) ∩ U(a) a y = g(x) je y ∈ Pτ (b) a odtud plyne (3).

Z (3) plyne (2).
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3. Poznámky.

1. V praktických výpočtech poč́ıtáme limitu substitućı.

Pro limitu
lim
x→a

f(g(x)) (4)

spoč́ıtáme limitu vnitřńı funkce

L = lim
x→a

g(x)

a substitućı y = g(x) převedeme (4) na limitu

lim
y→L

f(y)

Budeme použ́ıvat zápis

lim
x→a

f(g(x))
y=g(x)
= lim

y→L
f(y)

Je třeba ověřit, že alespoň jeden z předpoklad̊u (i), (ii) plat́ı.

2. Pro lineárńı substituci y = kx+ q, k 6= 0 je podmı́nka (ii) splněna.

3. Podobně je podmı́nka (ii) splněna pro funkci g rostoućı na (a−δ, a+δ).

I pro funkci g klesaj́ıćı na (a− δ, a+ δ).

4. V př́ıpadě b ∈ {+∞,−∞} nemůže platit (i), zato vždy plat́ı (ii).

5. Věta plat́ı i pro jednostranné limity x → a+ př́ıpadně x → a−.

6. Pro jednostrannou limitu zprava x → a+ a pro funkce g rostoućı na
(a, a+ δ) je předpoklad (ii) je splněn. Nav́ıc lze ve větě v (1) nahradit
limitu vněǰśı funkce f za jednostrannou limitu pro y → b+ (načrtněte
graf g).

Podobně pro g klesaj́ıćı na (a, a+δ) a podobně pro limity zleva x → a−.

7. Pokud je splněna podmı́nka (i), je limita vněǰśı funkce f rovna funkčńı
hodnotě f(b) a můžeme (2) přepsat na

lim
x→a

f(g(x)) = f
(

lim
x→a

g(x)
)
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4. Př́ıklady.

1. Vypočteme limitu

lim
x→0

sin(x/2)

x

y=x/2
= lim

y→0

sin(y)

2y
=

1

2

Je splněn předpoklad (ii), protože g(x) = x/2 je rostoućı na R.

2.

lim
x→0+

arctg(1/x)
y=1/x
= lim

y→∞

arctg(y) =
π

2

Je splněn předpoklad (ii).

3.

lim
x→π+

tg(x/2)
y=x/2
= lim

y→(π/2)+
tg(y) = −∞

Je splněn předpoklad (ii).

4.

lim
x→π−

arctg(
√
2 tg(x/2))

y=tg(x/2)
= lim

y→∞

arctg(
√
2 y) =

π

2

Je splněn předpoklad (ii).

5.
lim
x→∞

√

arctg(x)
V LSF
=

√

lim
x→∞

arctg(x) =
√

π/2

Je splněn předpoklad (i).

6.

lim
x→0+

exp(−1/x)
y=−1/x
= lim

y→−∞

exp(y) = 0

Je splněn předpoklad (ii).

5. Poznámka. Jedna z implikaćı v Heineho větě:
Necht’ {xn}∞n=1 je konvergentńı posloupnost s limitou L ∈ R. Necht’ f je

funkce spojitá v bodě L. Pak plat́ı

lim
n→∞

f(xn) = f(L)

je v podstatě věta o limitě složené funkce. Stač́ı si připomenout, že pos-
loupnost {xn}∞n=1 je zobrazeńı g : N → R s funkčńı hodnotou g(n) = xn.
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