Véta o limité slozené funkce
28. tinora 2025

1. Véta o limité slozené funkce (VLSF). Necht a,b, c € R*. Necht

lim g(x) = b, lim f(y) =c¢ (1)

a—a y—b
Necht je splnéna alespon jednu z podminek
(i) f je spojitd v bodé b
(ii) existuje okoli U(a) bodu a, ze plati
VeeU(a):g(x)#b

Pak plati
lim f(g(z)) = ¢ (2)

r—a

2. Dikaz. Zvolme ¢ > 0.
V piipadé (i) existuje okoli U.(b) bodu b takové, ze

Vy € U-(b) : f(y) € Ue(c)
K 7 existuje prstencové okoli Ps(a) bodu a takové, ze
Vo € Ps(a) : g(x) € U (b)
(Na prednésce nakreslime grafy f i g.)
Zvolme z € Ps(a) a oznacme y = g(z). Pak je y € U,(b) a odtud plyne,

ze

fg(x)) = f(y) € Ue(c) (3)
V piipadé (ii) existuje prstencové okoli P, (b) bodu b takové, ze
Vy € Pr(b) : f(y) € Ue(c)

Pro x € Ps(a) NU(a) ay = g(x) je y € P;(b) a odtud plyne (3).
Z (3) plyne (2).



3. Poznamky.

1. V praktickych vypoctech pocitame limitu substituci.

Pro limitu
lim f(g(z)) (4)

Tr—ra

spocitame limitu vnitini funkce

L = lim g(x)

Tr—a

a substituci y = g(x) prevedeme (4) na limitu

lim f(y)

y—L

Budeme pouzivat zapis

lim f(g(z)) "7 lim f(y)

z—a y—1L
Je tfeba ovérit, ze alespon jeden z predpokladu (i), (ii) plati.

2. Pro linedrni substituci y = kz + ¢, k # 0 je podminka (ii) splnéna.

3. Podobné je podminka (ii) splnéna pro funkci g rostouci na (a — 90, a+9).
I pro funkei g klesajici na (a — 6, a + 6).

4. V pifpadé b € {400, —o0} nemuze platit (i), zato vzdy plati (ii).

5. Véta plati i pro jednostranné limity z — a™ pripadné z — a™.

6. Pro jednostrannou limitu zprava x — at a pro funkce g rostouci na
(a,a + ) je predpoklad (ii) je splnén. Navic lze ve vété v (1) nahradit
limitu vnéjsi funkee f za jednostrannou limitu pro y — b* (nacrtnéte
graf g).

Podobné pro g klesajici na (a, a+9) a podobné pro limity zleva z — a~.

7. Pokud je splnéna podminka (i), je limita vnéjsi funkce f rovna funkéni
hodnoté f(b) a muzeme (2) prepsat na

tim f(g(2)) = f (1im g(x) )



4. Priklady.
1. Vypocteme limitu

. sin(x/2) =2 sin(y) 1

e—=0 T y—=0 2y 2

Je splnén predpoklad (ii), protoze g(z) = x/2 je rostouci na R.

2.
lim arctg(1/z) =Y im arctg(y) = T
0+ y—oo 2
Je splnén predpoklad (ii).
3. P
lim tg(z/2) = lim  tg(y) = —
lim tg(2/2) i t8(y) = —oo
Je splnén predpoklad (ii).
4. -
lim arctg(v/2tg(z/2)) TR i arctg(vV2y) = =
T Yy—00 2
Je splnén predpoklad (ii).
5.
lim /arctg(z) VEEE [im arctg(x) = /7/2
T—00 Tr—00
Je splnén predpoklad (i).
6.
=1/x
lim exp(—1/z) * = lim exp(y) =0
z—0t Yy—>—00

Je splnén predpoklad (ii).

5. Poznamka. Jedna z implikaci v Heineho vété:
Necht {z,}%2, je konvergentni posloupnost s limitou L € R. Necht f je
funkce spojita v bodé L. Pak plati
lim f(z,) = f(L)

n—o0

je v podstaté véta o limité slozené funkce. Staci si pripomenout, ze pos-
loupnost {x,}52, je zobrazeni g : N — R s funkéni hodnotou g(n) = x,,.



