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1 Skalárńı součin

Skalárńı součin vektor̊u x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd:

(x,y) = x1y1 + · · ·+ xdyd =
d∑

k=1

xkyk

Vlastnosti

1. Pozitivita: (∀x ∈ Rd)((x,x) ≥ 0), přitom (x,x) = 0 právě když je x
rovno nulovému vektoru, tedy x = o.

2. Symetrie: (∀x,y ∈ Rd)((x,y) = (y,x)).

3. Linearita (vzhledem ke druhému argumentu)
(∀x,y1,y2 ∈ Rd)(∀α1α2 ∈ R)((x, α1y1 +α2y2) = α1(x,y1) +α2(x,y2))

Důkaz vlastnost́ı provedeme dosazeńım do definice.

Poznámky:
Z linearity vzhledem ke druhému argumentu a ze symetrie plyne linearita
vzhledem k prvńımu argumentu:
(α1y1 + α2y2,x) = (x, α1y1 + α2y2) = α1(x,y1) + α2(x,y2) = α1(y1,x) +
α2(y2,x).
Linearitu lze nahradit dvěmi jednodušš́ımi vlastnostmi – aditivitou:
(∀x,y1,y2 ∈ Rd)((x,y1 + y2) = (x,y1) + (x,y2))
a homogenitou:
(∀x,y ∈ Rd)(∀α ∈ R)((x, αy) = α(x,y)).
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2 Norma vektoru

Norma vektoru (jiný název pro velikost vektoru) x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd:

‖x‖ =
√

(x,x) =

√√√√ d∑
k=1

x2k.

Je dobré si uvědomit, že naše definice velikosti vektoru je v podstatě Pytha-
gorova věta.

Vlastnosti normy vektoru

1. Pozitivita: (∀x ∈ Rd)(‖x‖ ≥ 0, přitom ‖x‖ = 0 právě když je x = o.

2. (∀x ∈ Rd)(∀α ∈ R)(‖αx‖ = |α|‖x‖)

3. subaditivita (trojúhelńıková nerovnost)
(∀x,y ∈ Rd)(‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖).

Důkaz: 1, 2 je vidět po dosazeńı, d̊ukaz 3 uvedeme ńıže (použijeme k němu
Cauchy-Schwartzovu nerovnost).

Daľśı vlastnosti

1. Z 2 plyne (∀x ∈ Rd)(‖ − x‖ = ‖x‖). Použijeme 2 s α = −1.

2. Z 2 plyne, že norma nulového vektoru je nula. Použijeme 2 s α = 0.

Cauchy-Schwartzova nerovnost

(∀x,y ∈ Rd)(|(x,y)| ≤ ‖x‖‖y‖),

přitom rovnost plat́ı v Cauchy-Schwartzově nerovnosti jen pro kolineárńı vek-
tory (jeden je násobkem druhého).

Poznámka: skalárńı součin geometrických vektor̊u se spočte jako součin
velikost́ı vektor̊u a kosinu úhlu který sv́ıraj́ı. Cauchy-Schwartzova nerovnost
v tomto př́ıpadě ř́ıká, že kosinus je v absolutńı hodnotě menš́ı nebo roven
jedné.

Uvedeme dva d̊ukazy Cauchy-Schwartzovy nerovnosti. V obou př́ıpadech
budeme pracovat se skalárńım součinem lineárńı kombinace ve tvaru

(x− ty,x− ty) př́ıpadně (‖x‖y − ‖y‖x, ‖x‖y − ‖y‖x) .

V [3] lze nalézt prvńı z d̊ukaz̊u rozepsaný po souřadnićıch.
Výraz (x− ty,x− ty), o kterém v́ıme, že pro libovolné reálné t nabývá
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nezáporné hodnoty, uprav́ıme pomoćı linearity na (x,x)−2t (x,y)+t2 (y,y).
V proměnné t se jedná o kvadratický výraz s diskriminantem D = 4 (x,y)2−
4 (x,x) (y,y). Z (výše zmiňované) nezápornosti výrazu plyne, že diskrimi-
nant D nemůže být kladný. Proto plat́ı

(x,y)2 ≤ (x,x) (y,y) ,

což odmocněńım uprav́ıme na

|(x,y)| ≤ ‖x‖‖y‖.

Druhý d̊ukaz: výraz (‖x‖y − ‖y‖x, ‖x‖y − ‖y‖x), o kterém v́ıme, že je
nezáporný, uprav́ıme pomoćı linearity na ‖x‖2‖y‖2−‖x‖‖y‖ (x,y). Z nezá-
pornosti dostaneme po úpravě vytknut́ım nerovnici

‖x‖‖y‖ [‖x‖‖y‖ − (x,y)] ≥ 0,

Odkud pro nenulové vektory dostáváme (nerovnici lze v tom př́ıpadě pokrátit)

‖x‖‖y‖ − (x,y) ≥ 0

a po úpravě
‖x‖‖y‖ ≥ (x,y) . (1)

Zbývá vysvětlit, že nerovnost plat́ı i s absolutńı hodnotou na pravé straně a
že plat́ı i v př́ıpadě, že je některý z vektor̊u nulový (v tomto př́ıpadě nelze
výše krátit nerovnici).
Absolutńı hodnota: v př́ıpadě záporné pravé strany v (1) stač́ı u jednoho
z vektor̊u změnit znaménko, tedy mı́sto vektor̊u x, y uvažovat vektory x,
z = −y. Nerovnost (1) pro vektory x, z

‖x‖‖z‖ ≥ (x, z)

dá po dosazeńı a použit́ı ‖z‖ = ‖ − y‖ = ‖y‖, (x, z) = (x,−y) = −(x,y)

‖x‖‖y‖ ≥ − (x,y) .

Vzhledem k zápornosti (x,y) je pravá strana rovna |(x,y)|.
Nulový vektor: v př́ıpadě x = o nebo y = o jsou obě strany v Cauchy-
Schwartzově nerovnosti nulové, tedy nerovnost plat́ı.

Důkaz trojúhelńıkové nerovnosti: Nerovnost ‖x+y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖ umocńı-
me (je potřeba si uvědomit, že umocňováńı je ekvivalentńı úprava) a levou
stranu vyjádř́ıme pomoćı skalárńıho součinu

(x + y,x + y) ≤ (‖x‖+ ‖y‖)2 .
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Levou stranu uprav́ıme pomoćı linearity a symetrie a použijeme (x,x) = ‖x‖2

L = (x + y,x + y) = ‖x‖2 + 2(x,y) + ‖y‖2.

Použit́ım Cauchy-Schwartzovy nerovnosti dostaneme

L ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2,

což je rovno pravé straně

P = (‖x‖+ ‖y‖)2.

3 Vzdálenost (metrika) v Rd

Poznámka: v předchoźıch odstavćıch jsme mluvili o vektorech v Rd. V tomto
budeme mluvit o bodech v Rd a budeme je značit stejně. Bod můžeme vńımat
jako jeho polohový vektor a naopak vektor můžeme vńımat jako jeho koncový
bod po umı́stěńı počátečńıho bodu do počátku.

Vzdálenost bod̊u x,y ∈ Rd (Jak geometricky znázorńıte rozd́ıl vektor̊u?
Nakreslete si obrázek):

%(x,y) = ‖x− y‖.

Vlastnosti:

1. Pozitivita: (∀x,y ∈ Rd)(%(x,y) ≥ 0), přitom %(x,y) = 0 právě když je
x = y.

2. Symetrie: (∀x,y ∈ Rd)(%(x,y) = %(y,x)).

3. Trojúhelńıková nerovnost: (∀x,y, z ∈ Rd)(%(x,y) + %(y, z) ≥ (%(x, z)).

Důkaz: uvedené vlastnosti jsou př́ımým d̊usledkem vlastnost́ı normy. Podrob-
nosti na hodině.

4 Okoĺı bodu v Rd

Okoĺı bodu x ∈ Rd je koule bez hraničńı sféry. Znač́ıme bud’ U (z německého
umgebung) nebo B (z anglického ball).

U(x, r) = B(x, r) = {y ∈ Rd : %(x,y) < r}.
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5 Limita posloupnosti v Rd

Řekneme, že posloupnost {xk}dk=1 bod̊u z Rd má limitu rovnu x ∈ Rd, pokud

(∀ε > 0)(∃n)(∀k ∈ N)(k > n⇒ %(xk,x) < ε).

Poznámka: pro d = 1 je %(x, y) = |x − y| a limita posloupnosti je totožná
s tou, kterou znáte z AN1E.
Poznámka: pomoćı okoĺı lze definici zapsat (ve stejném tvaru jako v AN1E)

(∀ε > 0)(∃n)(∀k ∈ N)(k > n⇒ xk ∈ B(x, ε)).

Poznámka: v Rd uvažujeme jen vlastńı (tedy konečné) limity.
Lemma. Pro i ∈ {1, 2, . . . , d} a x = (x1, . . . , xd) plat́ı

|xi| ≤ ‖x‖ ≤ |x1|+ · · ·+ |xd|.

Důkaz. Levá nerovnost plyne z x2k ≤ x11 + · · · + x2d. Druhá nerovnost
plyne z použit́ı trojúhelńıkové nerovnosti na vektory (x1, 0)(0, x2) v R2 a z
(opakovaného) použit́ı na vektory (x1, 0, 0)(0, x2, 0)(0, 0, x3) v R3. �

Nakreslete obrázek pro d = 2: zvolte vektor x v obecné poloze a zakreslete
úsečky o velikostech |x1|, ‖x‖, |x1|+ |x2|. Jak se situace změńı pro d = 3?

Nerovnosti v lemmatu můžeme vyložit: má-li vektor malou normu, má
složky bĺızké nule; má-li vektor složky bĺızké nule, má malou normu. Do-
sad́ıme-li do nerovnost́ı za x rozd́ıl x − y a uváž́ıme-li, že ‖x − y‖ je rovno
vzdálenosti bod̊u x, y, vylož́ıme nerovnost: maj́ı-li body x, y malou vzdále-
nost, lǐśı se jejich složky málo; lǐśı-li se složky bod̊u x, y málo, maj́ı malou
vzdálenost.

Věta. Posloupnost {xk}dk=1 bod̊u z Rd má limitu rovnu x ∈ Rd právě když
pro všechny indexy i ∈ {1, . . . , d} plat́ı: limita i-té složky bodu xk je rovna
i-té složce bodu x.

Př́ıklad. Limita posloupnosti

xk =

(
k

2k + 1
,
sin k

k
, arctg k

)
je rovna

(
1
2
, 0, π

2

)
.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu věty: vzdálenost %(xk,x) zaṕı̌seme jako ‖xk−x‖
a použijeme předchoźı lemma.
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6 Limita funkce

Řekneme, že funkce f z Rd1 do Rd2 má pro x ∈ Rd1 jdoućı k x0 ∈ Rd1 limitu
rovnu y0 ∈ Rd2 , pokud

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Rd1)(%(x,x0) < δ ⇒ %(f(x),y0) < ε).

Pomoćı okoĺı definici zaṕı̌seme

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Rd1)(x ∈ B(x0, δ)⇒ f(x) ∈ B(y0, ε)).

Podobně jako pro posloupnosti se dá ukázat, že limitu funkce poč́ıtáme po
složkách, stač́ı tedy probrat jen př́ıpad d2 = 1 tedy funkci z Rd1 do R. To
budeme nadále dělat a limitu označ́ıme y0 mı́sto y0.

Prolož́ıme-li limitńım bodem x0 př́ımku se směrovým vektorem v o rovnici
x = x0 + tv, dostaneme z věty o limitě složené funkce implikaci

jestliže f(x)→ y0 pro x→ x0, pak f(x0 + tv)→ y0 pro t→ 0.

Př́ıklad. Chceme zjistit, jestli má funkce f : (x, y) 7→ xy−3x2

x2+y2
limitu

v bodě (0, 0). Spoč́ıtáme limity po př́ımkách:
Po ose x, která má rovnici y = 0, po dosazeńı vyjde f(x, 0) = −3 a jsou tedy
dvě možnosti, bud’ funkce f v bodě (0, 0) nemá limitu nebo ji má rovnu −3.
Po ose y, která má rovnici x = 0, po dosazeńı vyjde f(0, x) = 0. Odtud
učińıme závěr, že limita neexistuje (musela by být rovna jak −3, tak 0;
zároveň ale v́ıme, že funkce má nejvýše jednu limitu).

Př́ıklad. Chceme zjistit, jestli má funkce f : (x, y) 7→ xy
x2+y2

limitu v bodě

(0, 0). Spoč́ıtáme limity po př́ımkách:
Po ose x, která má rovnici y = 0, po dosazeńı vyjde f(x, 0) = 0 a jsou tedy
dvě možnosti, bud’ funkce f v bodě (0, 0) nemá limitu nebo ji má rovnu nule.
Po ose y, která má rovnici x = 0, po dosazeńı vyjde f(0, x) = 0, odtud plyne
stále stejný závěr – nev́ıme, zda limita existuje.
Po př́ımce y = x, po dosazeńı vyjde f(x, y) = x2

2x2
= 1

2
. Odtud učińıme závěr,

že limita neexistuje (musela by být rovna jak nule tak jedné polovině; zároveň
ale v́ıme, že funkce má nejvýše jednu limitu).

Př́ıklad. Chceme zjistit, zda má funkce f : (x, y) 7→ xy2

x2+y2
limitu v bodě

(0, 0). Spoč́ıtáme limity po osách: f(x, 0) = 0, f(0, y) = 0, limity vyjdou
nula. Dále spoč́ıtáme limity po ostatńıch př́ımkách procházej́ıćıch počátkem,
ty maj́ı rovnici y = kx s k 6= 0: f(x, kx) = k2x

1+k2
→ 0 pro x→ 0. Stále máme

nulu jako kandidáta na hodnotu limity, ale nev́ıme, jestli limita existuje. Jej́ı
existenci ukážeme úpravou na součin f(x, y) = x y2

x2+y2
výrazu x, který má

limitu rovnu nule a výrazu y2

x2+y2
, který je omezený (nabývá hodnot mezi
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nulou a jedničkou). Odtud a z věty o sevřené funkci dostaneme existenci
limity.

Př́ıklad. Chceme zjistit, zda má funkce f : (x, y) 7→ xy2

x2+y4
limitu v bodě

(0, 0). Limity po všech př́ımkách vyjdou opět nula. Limita po parabole x = y2

vyjde f(y2, y) = 1
2

jedna polovina. Pokud by limita funkce f existovala,
musela by být stejná po př́ımkách i po parabole. Odtud uděláme závěr, že
limita neexistuje.

Daľśı př́ıklady naleznete v [1], článek 12.6 a v [2] na straně 91, č. 14.16
až 14. 19. U př́ıkladu 14.18 poč́ıtejte limitu převrácené hodnoty.
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