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1. Derivace podle vektoru jako funkce vektoru.
Pro pevně zvolenou funkci f : Rd → Rn a bod a ∈ Rd budeme zkoumat zobrazeńı, které
vektoru v ∈ Rd přǐrad́ı vektor Dvf(a) ∈ Rn, tedy derivaci funkce f podle vektoru v
v bodě a. Toto zobrazeńı označ́ıme L.

Připomeneme definici derivace funkce podle vektoru

Dvf(a) = lim
t→0

f(a +tv)− f(a)

t

Je to limita funkce z R do Rn a o té v́ıme, že se poč́ıtá po složkách.

Př́ıklady.

1. f(x, y) = x3 − 4xy, a = (1, 1)

L : v 7→ Dvf(a) = lim
t→0

(1 + v1t)
3 − 4(1 + v1t)(1 + v2t) + 3

t
= · · ·

= lim
t→0

(3v1 + 3v2
1t + v3

1t
2 − 4v1 − 4v2 − 4v1v − 2t)

= −v1 − 4v2

2. g(x, y) = x2y
x2+y2

rozš́ı̌rená nulou do bodu a = (0, 0)

L : v 7→ Dvg(a) = lim
t→0

(0 + v1t)
2(0 + v2t)

((0 + v1t)2 + (0 + v2t)2)

1

t
= · · · = v2

1v2

v2
1 + v2

2

2. Slabá derivace.
Pod́ıvejme se na grafy výše zkoumaných funkćı

Obrázky jsou vygenerovány na wolframalpha.com

Derivace podle vektoru souviśı s tečnou řezu grafu ve směru vektoru. U funkce f tyto
tečny lež́ı ve společné rovině (viz obrázek vlevo), u funkce g nikoliv (viz obrázek vpravo).
To, zda tečny tvoř́ı rovinu, souviśı s t́ım, zda je zobrazeńı L lineárńı (TODO: UKÁZAT
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SOUVISLOST ADITIVITY A SPOLEČNÉ ROVINY TEČEN). A to nás vede k definici
derivace, kterou nazýváme slabou derivaćı.

Definice slabé derivace. Lineárńı zobrazeńı, které vektoru v ∈ Rd přǐrad́ı derivaci
funkce f v bodě a ∈ Rd podle vektoru v nazýváme slabou derivaćı funkce f v bodě a.
Poznamenejme, že pro funkci f : Rd → Rn je slabá derivace také zobrazeńım Rd do Rn.

Př́ıklady. Ve výše uvedeném př́ıkladu má funkce f v bodě (1, 1) slabou derivaci L :
(v1, v2) 7→ −v1 − 4v2. Funkce g v bodě (0, 0) slabou derivaci nemá.

Poznámky.

1. Parciálńı derivace je speciálńım př́ıpadem derivace podle vektoru. Pro funkci dvou
proměnných x, y je parciálńı derivace podle x derivaćı podle vektoru (1, 0) a parciálńı
derivace podle y derivaćı podle vektoru (0, 1).

2. Má-li funkce dvou proměnných slabou derivaci, pak je tato derivace tvaru L :
(v1, v2) 7→ L1v1 + L2v2. Vektoru v = (1, 0) přǐrad́ı L č́ıslo L1. Proto je L1 rovno
hodnotě parciálńı derivace podle x. Podobně je L2 rovno hodnotě parciálńı derivace
podle y. Slabá derivace tedy, pokud existuje, má tvar

L : (v1, v2) 7→ v1
∂f

∂x
(a) + v2

∂f

∂y
(a)

Pomoćı gradientu a skalárńıho součinu můžeme slabou derivaci zapsat

L : (v1, v2) 7→ (v1, v2) · grad f(a) (1)

3. Vztah (1) plat́ı jen v př́ıpadě existence slabé derivace. Funkce g zkoumaná výše má
v bodě a = (0, 0) gradient grad g(a) = (0, 0), ale nemá slabou derivaci.

Př́ıklad slabé derivace – tedy geometricky tečen v jedné rovině – kterou
bychom se zdráhali nazvat tečnou rovinou.

Obrázek je vygenerován na wolframalpha.com

Na obrázku je graf funkce f : (x, y) 7→ x4y2

x8+y4

rozš́ı̌rený nulou do bodu a = (0, 0).
Vypočteme derivaci v bodě a podle vektoru v =
(v1, v2).

Dvf(a) = lim
t→0

(v1t)
4(v2t)

2

((v1t)8 + (v2t)4)t
=

v4
1v

2
2t

v8
1t

4 + v4
2

= 0

Odtud plyne grad f(a) = (0, 0) a také existence
slabé derivace

L : v 7→ 0

Z grafu a z f(x, 0) = 0, f(x, x2) = 1/2 plyne, že funkce neńı v bodě a = (0, 0) spojitá.
To nás vede k definici silné derivace. Uvid́ıme, že spojitost je d̊usledek existence silné
derivace. Výše uvedený př́ıklad ukazuje, že slabá derivace spojitost nezaručuje.
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3. Silná derivace.

Definice. Lineárńı zobrazeńı L nazveme silnou derivaćı funkce f v bodě a, pokud plat́ı

lim
v→o

f(a + v)− f(a)− L(v)

‖v ‖
= o (2)

Silnou derivaci funkce f v bodě a znač́ıme f ′(a) nebo df(a), př́ıpadně Df(a). O kolizi
značeńı pro funkci jedné proměnné – jednou je f ′(a) č́ıslo, podruhé lineárńı zobrazeńı –
viz následuj́ıćı poznámky a [2], definice 2.6, poznámka 2.7, [1], př́ıklad 5.2.10 a poznámka
5.2.11.

Poznámky.

1. Mı́sto silná derivace se často ř́ıká derivace. Daľśı často použ́ıvaný termı́n je totálńı
diferenciál nebo jen diferenciál.

2. Je-li f funkce z Rd do Rn, pak je i silná derivace zobrazeńım z Rd do Rn.

3. Pro funkci f : R → R, tedy funkci jedné proměnné je v definici silné derivace
a ∈ R, budeme ho tedy značit netučně a. Podobně budeme v ∈ R značit v a mı́sto
o naṕı̌seme 0. Mı́sto L(v) budeme psát součin Lv, kde L neńı zobrazeńı, ale reálné
č́ıslo. Mı́sto normy naṕı̌seme absolutńı hodnotu. Dostaneme

lim
v→0

f(a + v)− f(a)− Lv

|v|
= 0

Odstraněńım absolutńı hodnoty se nezměńı limita zprava a limita zleva změńı zna-
ménko. Můžeme tedy vztah nahoře ekvivalentně přepsat na

lim
v→0

f(a + v)− f(a)− Lv

v
= 0

a to je ekvivalentńı s

lim
v→0

f(a + v)− f(a)

v
= L

Závěr. V př́ıpadě funkce jedné proměnné je existence silné derivace ekvivalentńı
existenci derivace a silná derivace v bodě a je zobrazeńı L : v 7→ f ′(a)v.

Věta o tvaru silné derivace. Má-li funkce f : Rd → R v bodě a ∈ Rd silnou derivaci,
pak má tato tvar

L : v 7→ v · grad f(a)

Důkaz. Důkaz provedeme pro funkci z R2 do R a do (2) dosad́ıme a = (a1, a2), v = (v1, v2)
a vyjádř́ıme L(v) = L1v1 + L2v2. Naš́ım ćılem je tedy ukázat

L1 =
∂f

∂x
(a) L2 =

∂f

∂y
(a)

Ze vztahu (2) v definici silné derivace plyne, že i limity po př́ımkách jsou rovny nule.
Po dosazeńı v2 = 0 dostaneme

lim
v1→0

f(a1 + v1, a2)− f(a1, a2)− L1v1

|v1|
= 0
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Odtud stejnou úvahou jako v poznámce 3 dostaneme

lim
v1→0

f(a1 + v1, a2)− f(a1, a2)

v1

= L1

a tedy

L1 =
∂f

∂x
(a)

Podobně bychom dostali

L2 =
∂f

∂y
(a)

�

Věta o silné a slabé derivaci. Má-li funkce f : Rd → Rn v bodě a ∈ Rd silnou derivaci,
pak má v tomto bodě i slabou derivaci a jsou si rovny.

Důkaz. Zvoĺıme u ∈ Rd, u 6= o a do (2) dosad́ıme v = tu. Dostaneme

lim
t→0

f(a +tu)− f(a)− L(tu)

‖tu ‖
= o

po úpravě

lim
t→0

f(a +tu)− f(a)− tL(u)

|t|‖u ‖
= o

a po vynásobeńı ‖u ‖

lim
t→0

f(a +tu)− f(a)− tL(u)

|t|
= o

Nyńı stejnou úvahou jako v poznámce 3 odstrańıme absolutńı hodnotu a uprav́ıme na

lim
t→0

f(a +tu)− f(a)

t
= L(u)

Dostáváme tedy pro u 6= o rovnost L(u) = Duf(a), tedy rovnost silné a slabé derivace.
Pro u = o výsledek plyne z linearity obou derivaćı. �

Věta o existenci silné derivace. Má-li funkce f : Rd → R v bodě a ∈ Rd spojité
parciálńı derivace prvńıho řádu, pak má v bodě a silnou derivaci

L : v 7→ v · grad f(a)

Důkaz provedeme pro d = 2. Př́ır̊ustek funkce naṕı̌seme jako součet př́ır̊ustk̊u ve směru
souřadných os – nakreslete obrázek obsahuj́ıćı body a = (ax, ay), a + v = (ax+vx, ay+vy),
(ax + vx, ay).

f(ax+vx, ay+vy)−f(ax, ay) = f(ax+vx, ay+vy)−f(ax+vx, ay)+f(ax+vx, ay)−f(ax, ay)

Na rozd́ıly na pravé straně použijeme Lagrangeovu větu o středńı hodnotě. Dostaneme

f(ax + vx, ay + vy)− f(ax, ay) = vy
∂f

∂y
(c) + vx

∂f

∂x
(d)
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kde bod c lež́ı někde na úsečce mezi body (ax + vx, ay + vy), (ax + vx, ay) a bod d mezi
body (ax + vx, ay), (ax, ay), Od obou stran odečteme L(v)

f(ax+vx, ay+vy)−f(ax, ay)−(vx, vy)·grad f(a) = vy

(
∂f

∂y
(c)− ∂f

∂y
(a)

)
+vx

(
∂f

∂x
(d)− ∂f

∂y
(a)

)
dosad́ıme do definice silné derivace∣∣∣vy (∂f

∂y
(c)− ∂f

∂y
(a)
)

+ vx

(
∂f
∂x

(d)− ∂f
∂y

(a)
)∣∣∣√

v2
x + v2

y

a uprav́ıme ∣∣∣∣∣ vy√
v2
x + v2

y

(
∂f

∂y
(c)− ∂f

∂y
(a)

)
+

vx√
v2
x + v2

y

(
∂f

∂x
(d)− ∂f

∂y
(a)

)∣∣∣∣∣
Chceme ukázat, že tento výraz má pro (vx, vy) → (0, 0) limitu rovnu nule. Ze spojitosti
parciálńıch derivaćı v́ıme, že rozd́ıly v závorkách maj́ı nulovou limitu. O pod́ılech zase
v́ıme, že nabývaj́ı hodnot mezi nulou a jednou. Věta o limitě součinu nulové a omezené
funkce dá požadovaný výsledek. �

Poznámka. Vı́me, že limity funkce do v́ıcerozměrného prostoru poč́ıtáme po složkách.
Odtud plyne existence a výpočet silné derivace funkce f = (f1, . . . , fn) z Rd do Rn v bodě,
ve kterém maj́ı složky f1, . . . fn spojité parciálńı derivace prvńıho řádu. Ukážeme na
následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad. Funkce f z R2 do R2 daná předpisem f : (r, ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ) má na R2

spojité parciálńı derivace prvńıho řádu, má tedy silnou derivaci a ta je daná předpisem

(v1, v2) 7→ (v1 cosϕ− v2r sinϕ, v1 sinϕ + v2r cosϕ)

což můžeme zapsat maticově

(v1, v2) 7→
(

cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)(
v1

v2

)
Definice Jacobiho matice a Jacobiánu. Necht’ f = (f1, . . . , fn) je funkce z Rd do Rn.
Matici parciálńıch derivaćı prvńıho řádu funkce f nazýváme Jacobiho matićı funkce f

∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xd

...
∂fn
∂x1

. . . ∂fn
∂xd


V př́ıpadě n = d, kdy je Jacobiho matice čtvercová, nazýváme jej́ı determinant Jacobiánem
funkce f .
Čteme: jakobiho matice, jakobián, spisovně je Jacobiova matice.

Věta o spojitosti a derivaci. Má-li funkce f : Rd → Rn silnou derivaci v bodě a, pak
je v bodě a spojitá.

Důkaz. Z (2) plyne, že čitatel má nulovou limitu, tedy

lim
v→o

(f(a + v)− f(a)− L(v)) = 0

Lineárńı zobrazeńı je spojité, tedy L(v)→ o pro v→ o. Odtud plyne limv→o f(a + v) =
f(a) a tedy spojitost f v bodě a. �
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4. Taylor̊uv polynom prvńıho stupně. Odvod́ıme z (2) vztah pro Taylor̊uv polynom
prvńıho stupně pro funkci dvou proměnných. Čitatel v (2) označ́ıme R1. Dostaneme po
úpravě

f(a + v) = f(a) + grad f(a) · v +R1

Označ́ıme-li a = (a1, a2), a + v = (x, y), odkud vyjádř́ıme v = (x− a1, y− a2), přeṕı̌seme
vztah na

f(x, y) = f(a1, a2) + (x− a1)
∂f

∂x
(a) + (y − a2)

∂f

∂y
(a) + R1(x, y) (3)

R1 interpretujeme jako zbytek Taylorova polynomu. Z (2) plyne pro tento zbytek obdobná
vlastnost jako v př́ıpadě funkce jedné proměnné, tedy R1(x, y)/‖(x, y) − a ‖ → 0 pro
(x, y)→ a.

Připomeňme ještě, že pro funkci jedné proměnné plynula uvedená vlastnost zbytku
z existence derivace. Pro funkci dvou proměnných plyne z existence silné derivace. Žádná
ze

”
slabš́ıch“ forem derivace, jako gradient nebo slabá derivace, vlastnost zbytku nezaruč́ı.

Př́ıklad. Výše jsme určili silnou derivaci funkce (r, ϕ) 7→ (r sinϕ, r cosϕ). Naṕı̌seme
Taylorovy polynomy jej́ıch složek v bodě (r0, ϕ0)

r cosϕ = r0 cosϕ0 + (r − r0) cosϕ0 − (ϕ− ϕ0)r0 sinϕ0 + R̃1(r, ϕ)

r sinϕ = r0 sinϕ0 + (r − r0) sinϕ0 + (ϕ− ϕ0)r0 cosϕ0 + ˜̃R1(r, ϕ)

a zopakujeme, co plat́ı pro jejich zbytky (uvád́ıme jen pro R̃1, pro ˜̃R1 je vztah stejný)

R̃1(r, ϕ)/
√

(r − r0)2 + (ϕ− ϕ0)2 → 0 pro (r, ϕ)→ (r0, ϕ0)

Maticově naṕı̌seme oba Taylorovy polynomy ve tvaru(
r cosϕ
r sinϕ

)
=

(
r0 cosϕ0

r0 sinϕ0

)
+

(
cosϕ0 −r0 sinϕ0

sinϕ0 r0 cosϕ0

)(
r − r0

ϕ− ϕ0

)
+

(
R̃1(r, ϕ)
˜̃R1(r, ϕ)

)
(4)

Poznámka. Srovnejte (4) se vztahem pro funkci jedné proměnné

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + R1(x)

5. Derivace složené funkce. Pravidlo pro derivaci složené funkce odvod́ıme a vysvět-
ĺıme na př́ıkladě. Máme funkci f proměnných x, y a dosad́ıme do ńı polárńı souřadnice.
Dostaneme funkci

g : (r, ϕ) 7→ f(r cosϕ, r sinϕ)

Naš́ım ćılem je vyjádřit gradient funkce g v bodě (r0, ϕ0) pomoćı gradientu funkce f
v bodě (x0, y0) = (r0 cosϕ0, r0 sinϕ0). K výpočtu použijeme Taylor̊uv polynom. Budeme
tedy předpokládat existenci silné derivace funkce f v bodě (x0, y0).

f(x, y) = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) + R1(x, y) (5)
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Taylor̊uv polynom (5) zaṕı̌seme v maticovém tvaru

f(x, y) = f(x0, y0) +

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)(
x− x0

y − y0

)
+ R1(x, y) (6)

Taylor̊uv polynom vnitřńı funkce jsme napsali v (4). Do (6) dosad́ıme

f(x, y) = g(r, ϕ)

f(x0, y0) = g(r0, ϕ0)

a za

(
x− x0

y − y0

)
dosad́ıme z (4)

(
x− x0

y − y0

)
=

(
r cosϕ− r0 cosϕ0

r sinϕ− r0 sinϕ0

)
=

(
cosϕ0 −r0 sinϕ0

sinϕ0 r0 cosϕ0

)(
r − r0

ϕ− ϕ0

)
+

(
R̃1(r, ϕ)
˜̃R1(r, ϕ)

)

Dostaneme

g(r, ϕ) = g(r0, ϕ0) +(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)(
cosϕ0 −r0 sinϕ0

sinϕ0 r0 cosϕ0

)(
r − r0

ϕ− ϕ0

)
+(

∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)(
cosϕ0 −r0 sinϕ0

sinϕ0 r0 cosϕ0

)(
R̃1(r, ϕ)
˜̃R1(r, ϕ)

)
+

R1(r cosϕ, r sinϕ)

Dá se ukázat (my to vynecháme), že posledńı dva řádky jsou součást́ı zbytku Taylorova
polynomu

R(r, ϕ) =

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)(
cosϕ0 −r0 sinϕ0

sinϕ0 r0 cosϕ0

)(
R̃1(r, ϕ)
˜̃R1(r, ϕ)

)
+R1(r cosϕ, r sinϕ)

Taylor̊uv polynom pak naṕı̌seme ve tvaru

g(r, ϕ) = g(r0, ϕ0) +(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)(
cosϕ0 −r0 sinϕ0

sinϕ0 r0 cosϕ0

)(
r − r0

ϕ− ϕ0

)
+

R(r, ϕ)

a gradient funkce g ve tvaru(
∂g

∂r
(r0, ϕ0),

∂g

∂ϕ
(r0, ϕ0)

)
=

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)(
cosϕ0 −r0 sinϕ0

sinϕ0 r0 cosϕ0

)
nebo stručněji ve tvaru

grad g(r0, ϕ0) = grad f(x0, y0)

(
cosϕ0 −r0 sinϕ0

sinϕ0 r0 cosϕ0

)
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a pomoćı gradientu zobrazeńı h : (r, ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ) ve tvaru

grad g(r0, ϕ0) = grad f(x0, y0) gradh(r0, ϕ0)

Nakonec ještě napǐsme vztah po složkách

∂g

∂r
= cosϕ

∂f

∂x
+ sinϕ

∂f

∂y
(7)

∂g

∂ϕ
= −r sinϕ

∂f

∂x
+ r cosϕ

∂f

∂y

Výše uvedené odvozeńı shrneme ve větě o derivaci složené funkce. Jej́ı d̊ukaz neuvá-
d́ıme, je zobecněńı postupu ve výše uvedeném př́ıkladě.

Věta o silné derivaci složeného zobrazeńı. Má-li funkce f : Rd → Rm v bodě a ∈ Rd

silnou derivaci a funkce g : Rm → Rn v bodě f(a) ∈ Rm silnou derivaci, pak má složená
funkce g ◦ f : x 7→ g(f(x)) v bodě a silnou derivaci rovnu složenému zobrazeńı obou
derivaćı.

Úlohy.

1. Vyjádřete z (7) derivace ∂f
∂x

, ∂f
∂y

.

2. Vyjádřete (za předpokladu spojitosti parciálńıch derivaćı druhého řádu) druhou

derivaci ∂2f
∂x2 .

Návod. Z předchoźıho cvičeńı jsme dostali

∂f

∂x
= cosϕ

∂g

∂r
− sinϕ

r

∂g

∂ϕ

Dvoj́ım použit́ım tohoto pravidla dostaneme

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
= cosϕ

∂

∂r

(
cosϕ

∂g

∂r
− sinϕ

r

∂g

∂ϕ

)
−sinϕ

r

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂g

∂r
− sinϕ

r

∂g

∂ϕ

)

3. Za předpoklad̊u stejných jako v předchoźım cvičeńı vyjádřete ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2
a upravte

do tvaru
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
=

∂2g

∂r2
+

1

r

∂g

∂r
+

1

r2

∂2g

∂ϕ2
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