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1. Euklidovská vzdálenost v Rd

Značeńı: x,y ∈ Rd, x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd).

Definice. Č́ıslo (
∑d

k=1(xk − yk)2)1/2 nazýváme euklidovskou vzdálenost́ı bod̊u x, y v Rd.
Značit ji budeme %(x,y), pokud bude užitečné vyznačit dimenzi d, tak %d(x,y).

Vlastnosti.

1. Pro x,y ∈ Rd plat́ı %(x,y) ≥ 0, přitom rovnost nastává právě když je x = y.
Vlastnost nazýváme pozitivitou.

2. Pro x,y ∈ Rd plat́ı %(x,y) = %(y,x). Vlastnost nazýváme symetríı.

3. Pro x,y, z ∈ Rd plat́ı %(x,y)+%(y, z) ≥ %(x, z). Vlastnost nazýváme trojúhelńıkovou
nerovnost́ı.

4. Pro x,y ∈ Rd, k = 1, . . . , d plat́ı |xk − yk| ≤ %(x,y).
Volně řečené tato vlastnost znamená, že souřadnice

”
bĺızkých“ bod̊u x, y se lǐśı

”
málo“.

5. Pro x,y ∈ Rd plat́ı %(x,y) ≤
∑d

k=1 |xk − yk|.
Vlastnost znamená, že body x, y s

”
málo“ se lǐśıćımi souřadnicemi jsou si

”
bĺızké“.

Důkaz. 1,2,4 je zřejmé, 3 plyne z trojúhelńıkové nerovnosti pro euklidovskou normu
‖u + v ‖ ≤ ‖u ‖+‖v ‖ (dosad’te u = x−y, v = y− z), 5 plyne trojúhelńıkové nerovnosti
pro body x, (y1, x2 . . . , xd), (y1, y2, x3 . . . , xd), . . . , y.

2. Definice spojitosti zobrazeńı f z Rd do Rn.

Řekneme, že zobrazeńı je f spojité v bodě a ∈ Rd, pokud plat́ı

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Rd)(%d(x, a) < δ ⇒ %n(f(x), f(a)) < ε)

Poznámka. Pro d = n = 1 je %1(x, a) = |x1 − a1|, %1(f(x), f(a)) = |f(x1) − f(a1)| a
definice je tedy totožná s dř́ıve uvedenou definićı spojitosti funkce jedné proměnné.

Značeńı. f(x) ∈ Rn, proto naṕı̌seme f pomoćı funkćı fk z Rd do R následovně f(x) =
(f1(x), . . . , fn(x)).

Z vlastnosti 4 plyne |fk(x)−fk(a)| ≤ %n(f(x), f(a)). A proto ze spojitosti funkce f plyne
spojitost jej́ıch složek fk.

Z vlastnosti 5 plyne %n(f(x), f(a)) ≤
∑n

k=1 |fk(x) − fk(a)|. A proto ze spojitosti složek
fk plyne spojitost funkce f .

Závěr. Funkce f = (f1, . . . , fn) : Rd → Rn je spojitá v bodě a ∈ Rd právě když jsou
v bodě a spojité všechny jej́ı složky f1, . . . , fn.

Důsledek. Stač́ı se naučit vyšetřovat spojitost a limity funkćı z Rd do R. My se omeźıme
na funkce dvou proměnných, tedy př́ıpad d = 2.
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3. Definice limity zobrazeńı f z Rd do Rn.

Řekneme, že funkce f : Rd → Rn má v bodě a ∈ Rd limitu rovnu L ∈ Rn, pokud plat́ı

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Rd)(0 < %d(x, a) < δ ⇒ %n(f(x),L) < ε)

Poznámky.

1. Podobně jako u spojitosti je pro d = n = 1 definice limity totožná s dř́ıve uvedenou
definićı: %1(x, a) = |x1 − a1|, %1(f(x),L) = |f(x1)− L1|.

2. Podobně jako u spojitosti je limx→a f(x) = L ekvivalentńı limitám po složkách
limx→a fk(x) = Lk pro k = 1, . . . , n.

4. Spojité rozš́ı̌reńı. Uvedeme několik př́ıklad̊u.

Obrázek je vygenerován na wolframalpha.com

Na obrázku je graf funkce

(x, y) 7→ (x2 − y2)/(x2 + y2)

Všimněte si, že rovina y = 0 prot́ıná graf v př́ımce
z = 1 a že totéž zjist́ıte dosazeńım do funkčńıho
předpisu. Podobně rovina x = 0 prot́ıná graf
v př́ımce z = −1.
Odtud plyne, že v libovolném okoĺı bodu (0, 0)
nabývá funkce hodnot 1 i −1 a neńı ji tedy možné
do tohoto bodu spojitě rozš́ı̌rit.

Prozkoumejme možnost spojitého rozš́ı̌reńı funkce

f : (x, y) 7→ xy/(x2 + y2)

Spoč́ıtejme hodnoty na souřadných osách f(x, 0) = 0, f(0, y) = 0. Odtud by se mohlo
zdát, že je možné funkci f rozš́ı̌rit spojitě hodnotou nula do bodu (0, 0). Spoč́ıtejme ještě
hodnoty na př́ımce y = x: f(x, x) = x2/(2x2) = 1/2. Odtud vid́ıme, že výše uvedené
rozš́ı̌reńı neńı spojité. Závěrem konstatujme, že ani funkce f nemá spojité rozš́ı̌reńı do
bodu (0, 0).

Daľśımi př́ıklady jsou funkce

f1(x, y) =
x2y

x2 + y2
f2(x, y) =

x2y

x4 + y2

Spoč́ıtáme postupně hodnoty a limity po všech př́ımkách procházej́ıćıch bodem (0, 0)

x = 0 : f1(0, y) = 0 limy→0 f1(0, y) = 0

y = kx : f1(x, kx) = kx3

x2+(kx)2
= kx

1+k2
limx→0 f1(x, kx) = 0

x = 0 : f2(0, y) = 0 limy→0 f1(0, y) = 0

y = kx : f2(x, kx) = kx3

x4+(kx)2
= kx

x2+k2
limx→0 f1(x, kx) = 0
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Z výpočt̊u to vypadá, že by obě funkce mohly mı́t spojité rozš́ı̌reńı hodnotou nula do
bodu (0, 0).

Obrázek je vygenerován na wolframalpha.com

Vlevo je graf funkce f1 a podporuje naši hypotézu
o spojitém rozš́ı̌reńı. Pro definitivńı potvrzeńı naš́ı
hypotézy uprav́ıme funkčńı hodnotu do tvaru

f1(x, y) =
x2

x2 + y2
y

a použijeme větu, kterou známe pro funkci jed-
né proměnné a která plat́ı i pro funkce v́ıce pro-
měnných: součin funkćı, z nichž je jedna omezená a
druhá má nulovou limitu, má také nulovou limitu.

Pod́ıvejme se na graf funkce f2. U grafu vpravo je nastavena větš́ı hustota bod̊u, ve
kterých je poč́ıtána funkčńı hodnota, a proto je v okoĺı bodu, kde se funkčńı hodnota
rychle měńı, přesněǰśı.

Obrázky jsou vygenerovány na wolframalpha.com

Na grafech jsou patrné dvě paraboly o rovnićıch y = ±x2, na nichž má funkce hodnotu
f2(x, x2) = 1/2, f2(x,−x2) = −1/2. Odtud plyne, že funkci neńı možné spojitě rozš́ı̌rit
do bodu (0, 0).

3


