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29. ledna 2024

1 Úvod

Definice 1 (Metrického prostoru). Necht’ M je množina, ϱ : M × M → R
zobrazeńı splňuj́ıćı

1. (∀x, y ∈ M)(ϱ(x, y) ≥ 0), přitom ϱ(x, y) = 0 ⇔ x = y

2. (∀x, y ∈ M)(ϱ(x, y) = ϱ(y, x))

3. (∀x, y, z ∈ M)(ϱ(x, z) ≤ ϱ(x, y) + ϱ(y, z))

Dvojici (M,ϱ) nazveme metrickým prostorem, množinu M nosnou množinu
metrického prostoru, zobrazeńı ϱ metrikou.

Lemma 2 (Metrický prostor odvozený od normy). Necht’ (V, ∥ · ∥) je nor-
movaný metrický prostor. Pro u, v ∈ V necht’ je ϱ(u, v) = ∥u− v∥.
Pak je (V, ϱ) metrický prostor.

D̊ukaz. 1. Pozitivita.

(i) Z definice normy je ∥x∥ ≥ 0, a tud́ıž ∥u− v∥ ≥ 0.

(ii) Necht’ u = v. Pak ϱ(u, v) = ϱ(u, u) = ∥u− u∥ = 0.

(iii) Necht’ ϱ(u, v) = 0. Pak ∥u − v∥ = 0, ale z definice normy je
∥x∥ = 0 ⇔ x = 0 a tak u = v.

2. Symetrie. ϱ(u, v) = ∥u− v∥
ϱ(v, u) = ∥v − u∥ = ∥(−1)(u− v)∥ = | − 1|∥u− v∥ = ϱ(u, v)
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3. Trojúhelńıková nerovnost.
ϱ(u,w) = ∥u − w∥ = ∥(u − v) + (v − w)∥ ≤ ∥u − v∥ + ∥v − w∥ =
ϱ(u, v) + ϱ(v, w)

Př́ıklad 3 (Diskrétńı metrika). Definujme

ϱ(x, y) =

{
0 pro x = y

1 pro x ̸= y

Ukážeme, že se skutečně jedná o metriku. Pozitivita a symetrie vyplývaj́ı
př́ımo z definice. Abychom ukázali trojúhelńıkovou nerovnost, muśıme si ro-
zepsat všechny př́ıpady:

(i) x ̸= y ̸= z =⇒ 1 ≤ 1 + 1

(ii) x = y ̸= z =⇒ 1 ≤ 0 + 1

(iii) x ̸= y = z =⇒ 1 ≤ 1 + 0

(iv) x = y = z =⇒ 0 ≤ 0 + 0

(v) x = z ̸= y =⇒ 0 ≤ 1 + 1

x z

y

ϱ(x, y) ϱ(y, z)

ϱ(x, z) x = y

z

ϱ(x, z)

x

y = z

ϱ(x, z)

x = y = z

x = z

y

ϱ(x, y) = ϱ(y, z)
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2 Vztahy bod̊u a množin v metrických pro-

storech

Definice 4 (Vztah bodu a množiny). Necht’ (M,ϱ) je metrický prostor a
A ⊂ M .

(i) Řekneme, že x je vnitřńı bod množiny A, pokud plat́ı

(∃r > 0)(B(x, r) ⊂ A)

(ii) Řekneme, že x je hraničńı bod množiny A, pokud plat́ı

(∀r > 0)(B(x, r) ∩ A ̸= ∅ ∧B(x, r) ∩ Ac ̸= ∅)

(iii) Řekneme, že x je hromadný bod množiny A, pokud plat́ı

(∀r > 0)(B(x, r) \ {x} ∩ A ̸= ∅)

A

M

x2

r2

x1

r1

Poznámka 5. Pro vnitřńı bod x množiny A plat́ı x ∈ A. Hromadný a
hraničńı bod množiny A může a nemuśı být prvkem A.

Př́ıklad 6. M = R, ϱ(x, y) = |x− y|

1. A = [0, 1):
body x1 = 0, x2 = 1 jsou hraničńımi body množiny A,
body x ∈ (0, 1) jsou vnitřńımi body množiny A,
body x ∈ [0, 1] jsou hromadnými body množiny A.
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2. B = { 1
n
: n ∈ N}

Bod x = 0 je hromadným i hraničńım bodem množiny B,
množina B nemá žádný vnitřńı bod,
všechna x ∈ B jsou hraničńımi body množiny B.

3. C = Z:
všechna x ∈ C jsou hraničńı body množiny C,
množina C nemá žádný vnitřńı ani hromadný bod.

Př́ıklad 7. M = R2, ϱ(u, v) = ∥u− v∥2 =
√

(u1 − v1)2 + (u2 − v2)2

1. D = {[x, y] : x2 + y2 < 1}, E = {[x, y] : x2 + y2 ≤ 1}:
body [x, y] splňuj́ıćı x2 + y2 = 1 jsou hraničńımi body množiny D i
množiny E,
všechna x ∈ D jsou vnitřńımi body množiny D i množiny E,
všechna x ∈ E jsou hromadnými body množiny D i množiny E.

2. F = Q× R:
množina F nemá vnitřńı body,
všechny body x ∈ M jsou hromadnými i hraničńımi body množiny F .

3 Vlastnosti množin v metrických prostorech

Definice 8 (Otevřená a uzavřená množina). Necht’ (M,ϱ) je metrický pro-
stor a A ⊂ M . Řekneme, že množina A je otevřená, pokud plat́ı

(∀x ∈ A)(∃r > 0)(B(x, r) ⊂ A)

Množina A je uzavřená, pokud je jej́ı doplněk otevřená množina.

Poznámka 9. 1. V metrickém prostoru (M,ϱ) jsou množiny M , ∅ otev-
řené (a tedy i uzavřené).

2. V př́ıkladech 6, 7 je D jedinou otevřenou množinou a C jedinou uzav-
řenou množinou.

Tvrzeńı 10. Sjednoceńı libovolného systému otevřených množin je otevřená
množina.

D̊ukaz. Necht’Aα je otevřená množina. Pak plat́ı (∀x ∈ Aα)(∃r > 0)(B(x, r) ⊂
Aα).
Necht’

x ∈
⋃
α

Aα

4



Pak x je v nějaké množině

AK ⊆
⋃
α

Aα

Protože je AK otevřená, pak (∀x ∈ AK)(∃r > 0)(B(x, r) ⊂ AK ⊆
⋃

α Aα).
Máme tedy otevřenou kouli B(x, r) v AK a tato koule je zřejmě obsažena i v
jej́ı nadmnožině

⋃
αAα. Toto plat́ı pro všechna x a t́ım je tvrzeńı dokázáno.

Tvrzeńı 11. Pr̊unik konečného počtu otevřených množin je otevřená množina.

D̊ukaz. Necht’

x ∈
n⋂

α=1

Aα

Pak x je v každé množině Aα. To znamená, že pro každé Aα existuje po-
loměr rα takový, že B(x, rα) ⊂ Aα. Zvoĺıme r = min{r1, r2, . . . rn}. Pak plat́ı
B(x, r) ⊂ Aα pro všechna α, protože B(x, r) ⊂ B(x, rα) ⊂ Aα.

x
A1

A2

r1
r2

Ukázali jsme, že existuje poloměr r, že B(x, r) ⊂ Aα pro všechna α, a
tedy tato otevřená koule je v pr̊uniku

⋂n
α=1Aα.

Definice 12 (Omezená množina). Necht’ (M,ϱ) je metrický prostor a A ⊂
M . Řekneme, že množina A je omezená, pokud plat́ı

(∃r ∈ R)(∀x, y ∈ A)(ϱ(x, y) < r)

Definice 13 (Prekompaktńı množina). Množina je prekompaktńı neboli totálně
omezená, právě když plat́ı

(∀ε > 0)(∃{xi}ni=1 ⊂ A)(A ⊂
⋃
i

B(xi, ε))
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Poznámka 14. Pro nosnou množinu lineárńıho vektorového prostoru konečné
dimenze je prekompaktnost ekvivalentńı s omezenost́ı.

Obecně takové tvrzeńı neplat́ı: metrický prostor s nespočetnou nosnou
množinou, např́ıklad R, a diskrétńı metrikou je omezený, ale neńı prekom-
paktńı.

Definice 15 (Kompaktńı množina). Množina je kompaktńı, právě když je
uzavřená a prekompaktńı.

4 Posloupnosti v metrických prostorech

Definice 16 (Konvergent́ı posloupnost). Necht’ (M,ϱ) je metrický prostor.
Řekneme, že posloupnost xn konverguje k bodu x ∈ M , pokud plat́ı

(∀ε > 0)(∃N ∈ N)(∀n > N)(ϱ(xn, x) < ε)

Definice 17 (Cauchyovská posloupnost). Necht’ (M,ϱ) je metrický prostor.
Řekneme, že posloupnost xn je cauchyovská, pokud plat́ı

(∀ε > 0)(∃N ∈ N)(∀m,n > N)(ϱ(xm, xn) < ε)

Poznámka 18. Každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská.

Definice 19 (Úplný metrický prostor). Necht’ (M,ϱ) je metrický prostor.
Metrický prostor je úplný, jestliže každá Cauchyovská posloupnost má limitu
v M .

Př́ıklad 20 (Úplnost reálných č́ısel). Reálná č́ısla jsou úplná, protože každá
reálná cauchyovská posloupnost je konvergentńı.

Př́ıklad 21 (Neúplnost racionálńıch č́ısel). Abychom, ukázali, že množina Q
neńı úplná, muśıme naj́ıt cauchyovskou posloupnost racionálńıch č́ısel, která
neńı konvergentńı v Q. Jedńım takovým př́ıkladem může být posloupnost
xn =

(
1 + 1

n

)n
, která je sice cauchyovská, ale neńı konvergentńı v Q.

5 Vlastnosti funkćı na metrických prostorech

Definice 22 (Spojitost funkce v bodě x). Necht’ (M,ϱ) je metrický prostor.
Funkce f : P ⊂ M → R je spojitá v bodě x, pokud pro každou posloupnost
xn ∈ P plat́ı:

xn → x =⇒ f(xn) → f(x)
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Poznámka 23. Uvedená definice spojitosti v bodě x0 je ekvivalentńı s defi-
nićı pomoćı okoĺı bod̊u:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ B(x0, δ) ∩ P )(f(x) ∈ B(f(x0), ε))

Definice 24 (Spojitost funkce). Necht’ (M,ϱ) je metrický prostor. Funkce
f : P ⊂ M → R je spojitá, pokud pro každou posloupnost xn ∈ P plat́ı:

xn → x =⇒ f(xn) → f(x)

Věta 25 (O existenci extrému spojité funkce na kompaktńı množině). Necht’

(M,ϱ) je metrický prostor. Necht’ A ⊂ M je kompaktńı a f : P ⊂ M → R je
spojitá. Pak

(∀x ∈ A)(∃a, b ∈ A)(f(a) ≤ f(x) ≤ f(b)

Jinými slovy: funkce na kompaktńı množině nabývá minima a maxima.

Př́ıklad 26. Naš́ım úkolem je naj́ıt maximálńı a minimálńı hodnotu funkce
f na množině M .

1. f(x, y) = x2 − 3xy + 2y2 − x+ 2y,

M = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 5}
Protože je funkce f spojitá na množině M a množina M je kompaktńı,
plyne z věty existence bod̊u a, b ∈ M , ve kterých f nabývá na M
maxima a minima, tedy pro které plat́ı

(∀c ∈ M)(f(a) ≤ f(c) ≤ f(b))

Pokud je a vnitřńım bodem množiny M , je též stacionárńım bodem
funkce f . Pokud je a hraničńım bodem množinyM , má v něm f extrém
vázaný na svoji hranici. Totéž plat́ı pro bod b.

Odtud plyne následuj́ıćı postup:

Nalezneme stacionárńı body funkce f lež́ıćı uvnitř množiny M : po
výpočtu vyjde S1 = [2, 1].

Nalezneme extrémy vázané na hranici množiny M : po výpočtu vyjde
V1 = [1/2, 0], V2 = [8/3, 7/3]

Vı́me, že body a, b jsou některé z bod̊u S1, V1, V2. Které to jsou zjist́ıme
výpočtem funkčńıch hodnot

f(S1) = 0, f(V1) = −1/4, f(V2) = 4/3

a dojdeme k závěru, že maximálńı hodnota funkce f na množině M je
f(V2) = 4/3 a minimálńı hodnota je f(V1) = −1/4.
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2. f(x, y) = πx2 + 2πxy

M = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, πx2y = 10}
Množina M neńı kompaktńı, nemůžeme tedy př́ımo použ́ıt větu.

Spoč́ıtáme limity f na množině M pro x → ∞, y → ∞: vyjde v obou
př́ıpadech ∞. Odtud plyne, že funkce nemá na M maximum.

(Zd̊uvodněme tvrzeńı o limitách: pro x → ∞ je f(x, y) ≥ πx2 → ∞.
Pro y → ∞ vyjádř́ıme z vazby x =

√
10/(πy) a dostaneme x → 0 a

odtud f(x, y) ≥ 2πxy = 20/x → ∞.)

x

y
πx2y = 10

Abychommohli použ́ıt větu,
”
uř́ızneme“ z množinyM konce, na kterých

se f bĺıž́ı k nekonečnu. Pro ε > 0 dostaneme množinu, která je kom-
paktńı

Mε = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ ε, y ≥ ε, πx2y = 10}

Na této množině f nabývá svého minima, které je pro dostatečně malé
ε zároveň minimem f na množině M . Bod, ve kterém f toto minimum
nabývá najdeme metodou lagrangeových multiplikátor̊u.
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