Ijlohy na cviceni z Matematické analyzy 3
8. fijna 2024

Poznamka: tulohy 1 az 3 jsou zopakovany z minula. Na zadost studentu je
mozné se vratit i k jinym minulym tloham.
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Vysvétlete pro¢ pro M C R a funkce f,, f plati implikace
(fnzgfnaM) = (fn%fnaM)

Tedy ze stejnomérné konvergence posloupnosti funkeci na mnoziné M
plyne bodova konvergence.

Vysvétlete pro¢ pro M C R a funkce f,, f plati ekvivalence

(fo= fma M) <= (lim sup|fu(z) = f(z)| =0)
n OOIEE
Tedy, ze nutnou a postacujici podminkou stejnomérné konvergence

posloupnosti funkei na mnoziné M je nulova limita suprema vyrazu
| fn(z) — f(x)| na mnoziné M.

. Vysvétlete, ze pro funkce f,, f spojité na uzavieném intervalu [a, b] je

mozné supremum

sup |fu(z) = f(2)]

z€[a,b]

nahradit maximem

max |f,(z) = f(z)]

z€[a,b]

a ze toto maximum lze nahradit vétsSim z ¢isel

| max (fu(2) — f(2))], | min (fu(x) = f(2))]

z€[a,b] z€[a,b]

Mocninna fada Y>> a,(z — x¢)" mé polomér konvergence r > 0.
Kladné ¢islo € je mensi nez r. Oznacme b, = a,(r —¢/2)".

Ukazte, ze lim,,_ b, = 0.
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6. Ukazte, ze pro libovolnou dvojici redlnych ¢isel x, y plati

lz +y| < [z] + |yl

Navod: Uvazujte vSechny pripady x > 0,2 <0,y > 0,y <0, x+y > 0,
x + 1y < 0, které rovinu zy rozdéli na Sest casti.

7. Ukazte, ze pro kazdou trojici redlnych éisel x, y, z plati |z — x| <
ly — x|+ 1z =yl
Névod: proberte vSechna mozné poradi bodu na ¢iselné ose.

Néavod2: pouzijte vysledek predchozi tlohy.
8. Zjistéte, zda (R, o) je metricky prostor, kde
ox(x,y) = (x —y)*
9. Zjistéte, zda (R, 01/2) je metricky prostor, kde
a2(z,y) = Vlr -yl
10. Zjistete, zda (R, ggiskr) je metricky prostor, kde
Odiskr(T,y) =1 prox # y

11. Ukazte, ze pro kazdou ¢tverici cisel a, b, ¢, d € R plati

Viat+e)?+(b+d? <Va+ b+ Ve + d

Dosazenim a = y; — 1, b = yo — 2, ¢ = 21 — Y1, d = 25 — yo dostaneme
v zavéru prednéasky dokazovanou trojihelnikovou nerovnost.

12a Vypoctéte limity

lim ( lim 2" ), lim <lim :17”)
n—oo \ rz—1- r—1— \n—oo
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lim <lirn exp(—na:2)> : lim <lim exp(—nx2)>
n—oo0 \z—0 z—0 \n—o0
12¢ Necht f,(z) = op(ar7 Je posloupnost funkci. Vypoctéte derivaci f) a

bodové limity posloupnosti f,, i f. Déle urcete, zda pro x € R plati

Jim fo(o) = (Jim fo(o))



