Ijlohy na cviceni z Matematické analyzy 3
22. tijna 2024

Poznamka: tlohy 1 az 21 jsou zopakovany z minula.
Za nimi nasleduji tlohy z posledni prednasky.

1* Vysvétlete pro¢ pro M C R a funkce f,, f plati implikace
(fnzgfnaM) = (fn%fnaM)

Tedy ze stejnomérné konvergence posloupnosti funkeci na mnoziné M
plyne bodova konvergence.

2* Vysvétlete pro¢ pro M C R a funkce f,, f plati ekvivalence

(fn = fma M) <= (lim sup[f,(z) — f(x)] = 0)

n—00 xeM

e ze nutnou a postacujici podminkou stejnomérné konvergence
Tedy, t t dmink t k
posloupnosti funkei na mnoziné M je nulova limita suprema vyrazu
| fn(z) — f(x)| na mnoziné M.

3. Vysvétlete, ze pro funkce f,, f spojité na uzavieném intervalu [a, b] je
mozné supremum

sup |fu(z) = f(2)]

z€[a,b]

nahradit maximem

max |f,(z) = f(z)]

z€[a,b]

a ze toto maximum lze nahradit vétsSim z ¢isel

| max (fu(2) — f(2))], | min (fu(x) = f(2))]

z€a,b] z€a,b]
4. Mocninna tada » > a,(z — z9)" ma polomér konvergence r > 0.
Kladné ¢islo € je mensi nez r. Oznacme b, = a,(r —¢/2)".

Ukazte, ze lim,,_ b, = 0.
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Ukazte, ze pro libovolnou dvojici redlnych ¢isel x, y plati

lz+y| < |z| + |y

Navod: Uvazujte vSechny piipady x > 0,2 <0,y > 0,y <0, x+y > 0,
x + 1y < 0, které rovinu zy rozdéli na Sest casti.

Ukazte, ze pro kazdou trojici redlnych ¢isel z, y, z plati |z — z| <
ly — x|+ 1z =yl
Néavod: proberte vSechna mozna poradi bodu na ¢iselné ose.

Néavod2: pouzijte vysledek predchozi tlohy.

Zjistéte, zda (R, ogiskr) je metricky prostor, kde
Qdisk‘r(xay) =1 pro x 7é Yy

Ukazte, ze pro kazdou ¢tverici ¢isel a, b, ¢, d € R plati

Via+e)?+ (b+d)? < Va?+ 02+ Ve +

Dosazenim a =y, — 1, b = yo — 2, ¢ = 21 — Y1, d = 25 — Yo dostaneme
v zaveéru prednasky dokazovanou trojuhelnikovou nerovnost.

Necht f,(z) = wp(r7 Je posloupnost funkci. Vypoctéte derivaci f) a

exp(nxz?

bodové limity posloupnosti f,, i f,. Déle urcete, zda pro x € R plati

lim f!(z) = (hm fn(@)l

n—oo n—oo

Odvod'te koeficienty Taylorovy fady funkce f(z) = (1+x)® pro a« € R
a urcete jeji polomér konvergence.

Odvod'te koeficienty Taylorovy fady funkce f(z) = 1/(1 — 2?) a urcete
jeji polomeér konvergence.

Vypoctéte derivaci funkce f v bodé x =0

flz) = { SXp(—l/:vZ) iig

Vypoctete f7(0).

Vypoctéte f)(0).
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Odvod'te Taylorovu fadu funkce f se stiedem v bodé nula.

Necht (V.|| - ||) je normovany linedrn{ prostor. Ukazte, ze (V,p), kde
o(z,y) = ||z — yl|| je metricky prostor.

Ukazte, Ze ||(z1,x2)||p = |z1| + |22| je normou na R2.
Ukazte, Ze ||(21, T2)||max := max{|z|, |z2|} je normou na R2.
Ukazte, ze euklidovskd norma spliuje axiomy (N1), (N2) normy.

Odvod'te a nakreslete jednotkovou kouli se stfedem v pocdtku v R?
v maximové metrice.

Ukazte, Ze v metrickém prostoru s metrikou p jsou ekvivalentni vyroky

lim z, = x <= lim o(z,,z) =0
n—oo n—oo

Pouzijte predchozi cvicen{ k dukazu, ze v metrickém prostoru (R?, geunr)
je limita posloupnosti x,, = (1/(n+1),(—=1)"/(n*+1)) rovna o = (0,0).
Tj. vypoctéte limitu ¢iselné posloupnosti a ukazte, ze je rovna nule

lim o(z,, o)
n—o0

Ukazte, ze v metrickém prostoru (R, geur:) je
(a) otevieny interval (a,b) oteviend mnozina,
(b) uzavieny interval [a, b] uzaviend mnozina.

Napiste definici oteviené mnoziny a ukazte, ze jednoprvkova mnozina
(napf {0}) neni v euklidovském metrickém prostoru oteviena.

Napiste definici oteviené mnoziny v metrickém prostoru (M, p) ukazte

(i) pro x € M, r > 0 je okoli B(x,r) oteviend mnozina,
(ii) M je oteviend mnozina,
(iii) @ je oteviend mnozina,
(iv) @ a M jsou uzaviené mnoziny.
Dokazte de Morganovy vzorce
M\ JAa =M\ A, M\[)4a=JOM\ A),
acl acl acl ael

Névod: rozmyslete si, jaky vztah ma prvek x € M\J,,.; Ao k mnozindm

A,. A podobné pro pravou stranu.

ael



25. Dokazte: Pokud jsou (F},) uzaviené mnoziny, pak
(i) je uzavieny jejich prunik

e

ael

(ii) sjednoceni konecného poctu uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.
Tedy pro I = {1,2,...,n} je uzaviena mnozina

L
k=1

26. Rozmyslete si, cemu jsou v euklidovském prostoru rovny mnoziny

<a7 b)? @7 @O

27. Ukazte, ze pro otevienou mnozinu G plati G° = G.

28. Ukazte, ze pro uzavienou mnozinu F plati F = F.



