Ijlohy na cviceni z Matematické analyzy 3
12. listopadu 2024

Poznédmka: ulohy 1 az 26 jsou zopakovany z minula.
Za nimi nésleduje tloha na rovnici teéné roviny.
V minulém tydnu byla prednéska zrusena vyssi moci (pana rektora).

1* Vysvétlete pro¢ pro M C R a funkee f,, f plati implikace
(fn=fnaM) = (fu— fnaM)

Tedy ze stejnomérné konvergence posloupnosti funkci na mnoziné M
plyne bodova konvergence.

2% Vysvétlete pro¢ pro M C R a funkce f,, f plati ekvivalence

(fn = fnaM) <= (lim sup|f.(z)— f(x)]=0)

n—0o0 xeM

Tedy, ze nutnou a postacujici podminkou stejnomérné konvergence
)

posloupnosti funkci na mnoziné M je nulova limita suprema vyrazu

| fn(z) — f(x)| na mnoziné M.

3. Vysvétlete, ze pro funkce f,, f spojité na uzavieném intervalu [a, b] je
mozné supremum

sup [fn(z) = f(2)|

z€[a,b]

nahradit maximem

max | f(z) — f ()]

z€[a,b]

a ze toto maximum lze nahradit vétsSim z ¢isel

| max (fu(2) — f(2))], | min (fu(x) = f(2))]

z€la,b] z€a,b]
4. Mocninnd fada » > a,(x — z9)" ma polomér konvergence r > 0.
Kladné ¢islo € je mensi nez r. Oznacme b, = a,(r —¢/2)".

Ukazte, ze lim,, o b, = 0.
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Z nn+1
Z%

n=1



5b*

10.

11*

12a*

12b*
12¢*
12d**
13.

o0
n2

> %

n=1

Ukazte, ze pro kazdou trojici redlnych ¢éisel z, y, z plati |z — z| <
ly — [ + [z =yl
Navod: proberte vSechna mozna poradi bodu na ¢iselné ose.

Néavod2: pouzijte trojuhelnikovou nerovnost.

Zjistete, zda (R, ogiskr) je metricky prostor, kde
Qdiskr(xay) =1 pro 7é Yy

Ukazte, ze pro kazdou ¢tverici ¢isel a, b, ¢, d € R plati

Vi(a+e)2+ (b+d)? < Va2 + b2+ Ve + d2

Dosazenim a =y, — 21, b = yo — 2, ¢ = 21 — Y1, d = 25 — yo dostaneme
v zaveéru prednasky dokazovanou trojuhelnikovou nerovnost.

Necht f,(z) = L) je posloupnost funkci. Vypoctéte derivaci f) a

exp(nz?

bodové limity posloupnosti f,, i f. Déle urcete, zda pro x € R plati
/
. ’ . .
Jim 1) = (fim ()
Odvod'te koeficienty Taylorovy fady funkce f(z) = (1+z)® pro @ € R

a urcete jeji polomér konvergence.

Odvod'te koeficienty Taylorovy fady funkce f(z) = 1/(1 — 2?) a urcete
jeji polomeér konvergence.

Vypoctéte derivaci funkce f v bodé z =0

flz) = { SXp(—l/x2) iig

Vypoctéte f(0).
Vypoététe f3)(0).
Odvod'te Taylorovu fadu funkce f se stiedem v bodé nula.

Necht (V.|| -]|) je normovany linedrn{ prostor. Ukazte, ze (V, ), kde
o(z,y) = ||z — yl|| je metricky prostor.



14* Ukazte, ze ||(1, 72)|lmax := max{|z1], |z2|} je normou na R?.

15. Odvod'te a nakreslete jednotkovou kouli se stfedem v pocdtku v R?
v maximové metrice.

16. Ukazte, Ze v metrickém prostoru (R?, geur:) je limita posloupnosti z,, =
(1/(n+1),(=1)"/(n*4+1)) rovna o = (0,0). Tj. vypoctéte limitu ¢iselné
posloupnosti a ukazte, ze je rovna nule

215, €{n )

17. Napiste definici oteviené mnoziny v metrickém prostoru (M, o) ukazte
(ii) M je oteviend mnozina,
(iii) 0 je oteviend mnozina,
(iv) @ a M jsou uzaviené mnoziny.

18. Dokazte de Morganuv vzorec

A4’\ r“]/4a :ZL_J(A4W\f4a)

a€el ael

Névod: rozmyslete si, jaky vztah ma prvek x € M\J,,.; Ao k mnozindm

A,. A podobné pro pravou stranu.

ael

19. Dokazte: Pokud jsou (F,) uzaviené mnoziny, pak
(i) je uzavieny jejich prunik

e

acl

(ii) sjednoceni koneéného poctu uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.
Tedy pro I = {1,2,...,n} je uzaviend mnozina

L
k=1

20. Rozmyslete si, cemu jsou v euklidovském prostoru rovny mnoziny

<a7 b)? @7 @O

21. Ukazte, ze pro otevienou mnozinu G plati G° = G.

22. Ukazte, Ze pro uzavienou mnozinu F plati F = F.



23b Pro funkci f a bod a

2

a = (0,0), f(x,y>={ ﬁ gz;iggg;

(a) Vypoctéte derivaci ve sméru h = (2,1) v bodé a.

(b) Vypoctéte derivaci ve sméru h = (hy, he) v bodé a.
(c) Vypoctéte gradient V f(a) v bodé a.
)

(d) Co muzete na zdkladé vypocteného fict o diferencidlu L funkce f
v bodeé a?

(e) Pro vektor h = (hy, hy) a funkci ¢
o(t) = fla+th)
vypoctéte ¢(t), derivaci ¢'(t) a jeji hodnotu v bodé nula: ¢'(0).
24. Pro mnozinu A C R” nazyvame funkci ya charakteristickou funkei
mnoziny A a definujeme ji predpisem
(z) = 1 z€A
XA =90 z¢4
Ukazte, ze funkce f(z,y) = X{y=22} XR\{(0,0)}
(a) Neni spojitd v bodé (0, 0).
(b) Pro h € R\{(0,0)} je dyf((0,0)) = 0.

25. Necht a = (a1, ...,a,) € R". Pro x = (x1,...,1,) € R” definujme

f(zx) :a~xzzn:a,-xi

Ukazte, ze f je linedrni zobrazeni vektorového prostoru V; = R"™ do
vektorového prostoru V5 = R.

26. Necht f : R — R je funkce, a € R, D € R. Ukazte, Ze ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni

(a) lim, o Let=l0=PE

(b) D= f'(a)
27. Napiste rovnici tecné roviny ke grafu funkce f v bodé a

x? — 3zy

[z, y) = T2

) a= (37_1)



