Ijlohy na cviceni z Matematické analyzy 3
26. listopadu 2024

Poznédmka: ulohy 1 az 19 jsou zopakovany z minula.
Za nimi nésleduji ulohy z posledni prednésky.
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3.

Vysvétlete pro¢ pro M C R a funkce f,,, f plati implikace
(fn=fnaM) = (f.— fnaM)

Tedy ze stejnomérné konvergence posloupnosti funkei na mnoziné M
plyne bodova konvergence.

Vysvétlete pro¢ pro M C R a funkce f,,, f plati ekvivalence

(fo = fna M) <= (lim sup[f,(z) — f(x)] = 0)

n—o0 zeM

Tedy, Zze nutnou a postacujici podminkou stejnomérné konvergence
)

posloupnosti funkci na mnoziné M je nulovéa limita suprema vyrazu

| fn(z) — f(x)| na mnoziné M.

Vysvétlete, ze pro funkce f,, f spojité na uzavieném intervalu [a, b] je
mozné supremum

sup [ fu(2) — f(2)]

z€[a,b]

nahradit maximem

max |f,(z) = f()]

z€[a,b]

a ze toto maximum lze nahradit vétsim z ¢isel

| max (fu(2) = f(2)), | min (fu(x) = f(2))]

z€[a,b] z€a,b]

Mocninna fada Y>> a,(z — x¢)" mé polomér konvergence r > 0.
Kladné ¢islo € je mensi nez r. Oznacme b, = a,(r —¢/2)".

Ukazte, ze lim,,_,o, b, = 0.

Ukazte, ze pro kazdou trojici redlnych cisel x, y, z plati |z — z| <
ly — 2|+ |z =yl

Navod: proberte vSechna moznd poradi bodu na ¢iselné ose.

Néavod2: pouzijte trojuhelnikovou nerovnost.
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Zjistete, zda (R, ogiskr) je metricky prostor, kde
Qdisk:r(xay) =1 pro x 7é Yy

Ukazte, ze pro kazdou ¢tvetici ¢isel a, b, ¢, d € R plati

Via+e)?+ (b+d)? < Va + 12+ Ve +

Dosazenim a = y; — 1, b = ys — X2, ¢ = 21 — Y1, d = 29 — Yy dostaneme
v zaveru prednasky dokazovanou trojuhelnikovou nerovnost.

Odvod'te koeficienty Taylorovy fady funkce f(z) = (1+z)® pro @ € R
a urcete jeji polomér konvergence.

Vypoctéte derivaci funkce f v bodé x =0

() = { 8xp<—1/x2> §i8

Vypoctéte f(0).

Vypoététe f3)(0).

Odvod'te Taylorovu fadu funkce f se stiedem v bodé nula.
Ukazte, Ze ||(z1, T2)|lmax := max{|z1], |z2|} je normou na R

Ukazte, 7e v metrickém prostoru (R?, g.,x;) je limita posloupnosti z,, =
(1/(n+1),(=1)"/(n*4+1)) rovna o = (0,0). Tj. vypoctéte limitu ¢iselné
posloupnosti a ukazte, ze je rovna nule

lim (2, 0)
n—oo

Napiste definici oteviené mnoziny v metrickém prostoru (M, p) ukazte
(ii) M je oteviend mnozina,
(iii) 0 je oteviend mnozina,
(iv) @ a M jsou uzaviené mnoziny.
Dokazte de Morgantuv vzorec
M\ (VAo =M\ Aa),
acl acl

Névod: rozmyslete si, jaky vztah ma prvek x € M\J,,.; Ao k mnozindm

A,. A podobné pro pravou stranu.

a€el
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Dokazte: Pokud jsou (F,) uzaviené mnoziny, pak

(i) je uzavieny jejich prunik

(7.

acl

(ii) sjednoceni koneéného poctu uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.
Tedy pro I = {1,2,...,n} je uzaviend mnozina

k=1

Ukazte, ze pro uzavienou mnozinu F plati F = F.

Pro mnozinu A C R" nazyvame funkci y4 charakteristickou funkei
mnoziny A a definujeme ji predpisem
(z) = 1 z€ A
XA =10 2¢4
Ukazte, ze funkce f(z,y) = X{y=22} XR\{(0,0)}
(a) Neni spojitd v bodé (0, 0).
(b) Pro h € R\ {(0,0)} je dnf((0,0)) = 0.
Necht f : R — R je funkce, a € R, D € R. Ukazte, ze nasledujici
podminky jsou ekvivalentni

flatt)—f(a)—Dt _ 0

(a) limt_>0 1

(b) D= f'(a)

Na ptrednasce jste odvodili Tayloruv polynom T stupné dva funkce f
v bodé a pro

f(z1,22) = In(z1 + 229), a=(1,1)

Ukazte, ze pro multiindexy « velikosti || < 2 plati

o f o*T
or® (a) = oxe (a)

Uvazujme metricky prostor (R?, g) s euklidovskopu metrikou g.
Napiste definici spojitosti funkce f : R? — R.

Déle napiste definici spojitosti funkce g : R? — R2.

Ukazte, ze funkce g := (f1, f2) : R* — R? je spojita v bodé a € R?
pravé kdyz jsou v bodé a spojité obé funkce f; : R? — R proi € {1,2}.
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23a
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Necht f je funkce jedné proménné, bod a € R a f m4d na okoli Us(a)
druhou derivaci f”. Ukazte, ze plati

(a) Je-li (Vz € U(a))(f"(x) > 0), pak je f’ rostouci na Us(a).

(b) Je-li f’ rostouci na Us(a) a zaroven je f'(a) = 0, pak je f klesajici
na levém okoli (a — ¢, a] bodu a a zéroven rostouci na pravém okoli
la,a + d) bodu a.

(c) Je-li (Vx € U(a))(f"(x) > 0) a zaroven je f'(a) = 0, pak ma f
v bodé a lokalni minimum.

Pozndmka: vyrok (Vo € U(a))(f”(x) > 0) lze nahradit slabsi podminkou
f"(a) > 0.

Ukazte podobné ve tiech krocich implikaci
(f"(a)<0 A flla)=0) = fméav bodé a lokdlni maximum
Napiste definice pojmu:

(a) f:R?* — R m4d v bodé a lokdlni minimum (maximum)

(b) ¢n(t) := f(a+th) ma v bodé t = 0 lokdln{ minimum (maximum)
a ukazte, ze plati implikace
(a) = (b) plati Vh € R?*\ {(0,0}
Necht f:R? - R, a € R? ¢,(t) = f(a+th) pro h € R%
Vypoctéte pro h € {e1, e} derivace ¢} (0) a ukazte, ze plati
©1(0) = hV%f(a)h’ pro h € {e1, es}

Naleznéte bod/-y, ve kterych je splnénd nutnd podminka existence
extrému V f(z,y) = (0,0) pro funkci

flay) =" —dw —y* + 6y
Ovéite v téchto bodech postacujici podminku hV2f(z)hT = 0.

Co odtud plyne pro existenci extrému/-u?
f(z,y) = 2 — 3y

f(z,y) = 2* — 32y + y* + bz

'Piipominame, ze e; = (1,0), ex = (0, 1).



