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Definice množinové algebry. Necht’ X je množina, A množina jej́ıch
podmnožin. Dvojici (X,A) splňuj́ıćı axiomy (MA1), (MA2) nazýváme mno-
žinovou algebrou.

(MA1) (∀M,N ∈ A)(M ∪N ∈ A)

(MA2) (∀M ∈ A)(X \M ∈ A)

Př́ıklady.

1. Necht’ X = {1, 2, . . . , n}, A je množina všech podmnožin A.

Pak (X,A) je množinová algebra.

2. Necht’ X = N, A je množina všech konečných podmnožin množiny X.

Pak neńı splněn axiom (MA2), proto (X,A) neńı množinová algebra.

3. Necht’ X = N, A je množina všech konečných podmnožin množiny X

a jejich doplňk̊u. Tj. M ∈ A právě když je M konečná množina, nebo
je N \M konečná množina.

Pak (X,A) je množinová algebra.

4. Necht’ X = [0, 1) × [0, 1). Množinu I ⊆ X nazveme intervalem, pokud
existuj́ı 0 ≤ a ≤ b ≤ 1, 0 ≤ c ≤ d ≤ 1 takové, že I = [a, b)×[c, d). Necht’

A je množina, jej́ıž prvky jsou sjednoceńı konečného množstv́ı interval̊u.
Tj. M ∈ A právě když existuj́ı intervaly Ik pro k ∈ {1, 2, . . . , n} takové,
že M = ∪∞

k=1
Ik.

Pak je (X,A) množinová algebra.

Vlastnosti množinové algebry. Necht’ (X,A) je množinová algebra. Pak
plat́ı
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1. (∀M,N ∈ A)(M ∩N ∈ A)

Návod: z de Morganova vzorce X \ (M ∩ N) = (X \ M) ∪ (X \ N)
vyjádřete M ∩N = X \ ((X \M) ∪ (X \N)).

2. (∀M,N ∈ A)(M \N ∈ A)

Návod: dokažte a použijte vztah M \N = M ∩ (X \N).

3. Pokud je A 6= ∅, pak ∅ ∈ A a X ∈ A.

Návod: ∅ = A \ A, X = X \ ∅.

Definice obsahu. Necht’ X = [0, 1) × [0, 1), necht’ (X,A) je množinová
algebra a necht’ S : A → [0,∞) je zobrazeńı splňuj́ıćı (S1), (S2). Pak
trojici (X,A, S) budeme nazývat prostorem s obsahem, množiny M ∈ A

měřitelnými množinami a S(M) obsahem množiny M .

(S1) Je-li I = [a, b)× [c, d) 6= ∅, I ⊆ X, pak je I ∈ A a S(I) = (b− a)(d− c)

Tj. obdélńıky jsou měřitelné množiny a jejich obsah je shodný s geo-
metrickým obsahem.

(S2) (∀M,N ∈ A,M ∩N = ∅)(S(M ∪N) = S(M) + S(N)

Tj. obsah sjednoceńı dvou disjunktńıch množin je roven součtu obsah̊u
těchto množin.

Vlastnosti obsahu.

1. (∀M,N ∈ A)(M ⊆ N ⇒ S(M) ≤ S(N)

Návod: vyjádřete množinu N jako disjunktńı sjednoceńı:
N = M ∪ (N \M).

2. (∀M,N ∈ A)(S(M ∪N) + S(M ∩N) = S(M) + S(N)

Návod: použijte disjunktńı sjednoceńı:
M ∪ N = (M \ N) ∪ (N \M) ∪ (M ∩ N), M = (M \ N) ∪ (M ∩ N),
N = (N \M) ∪ (M ∩N).

3. Necht’ Ik pro k ∈ {1, 2, . . . , n} jsou intervaly. Necht’ pro k 6= l plat́ı
Ik ∩ Il = ∅. Necht’ M ∈ A, M ⊇ ∪n

k=1
Ik.

Pak je (M) ≥
∑

n

k=1
S(Ik).
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4. Necht’ M ∈ A.

Pak je

S(M) ≥ sup

{

n
∑

k=1

S(Ik) : ∪
n

k=1
Ik ⊆ M, (∀l, k)(Ik ∩ Il = ∅)

}

5. Necht’ Ik pro k ∈ {1, 2, . . . , n} jsou intervaly. Necht’ M ∈ A, M ⊆
∪n

k=1
Ik.

Pak je (M) ≤
∑

n

k=1
S(Ik).

6. Necht’ M ∈ A.

Pak je

S(M) ≤ inf

{

n
∑

k=1

S(Ik) : M ⊆ ∪n

k=1
Ik

}

Definice Jordanovské měřitelnosti. Necht’ M ⊂ R
2 je omezená množina.

Č́ıslo jm∗(M) nazýváme vnitřńı Jordanovou mı́rou množinyM , č́ıslo jm∗(M)
nazýváme vněǰśı Jordanovou mı́rou množiny M .

jm∗(M) := sup

{

n
∑

k=1

S(Ik) : ∪
n

k=1
Ik ⊆ M, (∀l, k)(Ik ∩ Il = ∅)

}

jm∗(M) := inf

{

n
∑

k=1

S(Ik) : M ⊆ ∪n

k=1
Ik

}

MnožinuM nazveme Jordanovsky měřitelnou, pokud plat́ı jm∗(M) = jm∗(M).

Lemma o Jordanově mı́̌re. Necht’ I ⊂ R
2 je interval, M ⊆ I. Pak plat́ı

jm∗(M) = S(I)− jm∗(I \M)

Důkaz lemma je v prezentaci.

Věta (Caratheodoryova podmı́nka). Necht’ I ⊂ R
2 je interval, M ⊆ I.

Pak jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı. Podmı́nku (ii) nazýváme Ca-
ratheodorzovou podmı́nkou.

(i) Množina M je Jordanovsky měřitelná.
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(ii)
jm∗(M) + jm∗(I \M) = S(I)

Důkaz.
(i) ⇒ (ii)

Pro Jordanovsky měřitelnou množinu M plat́ı

jm∗(M) = jm∗(M)

Z lemma o Jordanově mı́̌re plyne

jm∗(M) = S(I)− jm∗(I \M)

Odtud dostaneme
jm∗(M) = S(I)− jm∗(I \M)

a po úpravě dostaneme Caratheodoryovu podmı́nku.
(ii) ⇒ (i)

Caratheodirzovu podmı́nku uprav́ıme na

jm∗(M) = S(I)− jm∗(I \M)

pravou stranu uprav́ıme pomoćı lemma o Jordanově mı́̌re a dostaneme

jm∗(M) = jm∗(M)

odkud plyne, že M je Jordanovsky měřitelná.

Věta o systému Jordanovsky měřitelných množin. Necht’ I ⊂ R
2 je

interval. Necht’

A := {M ⊆ I : jm∗(M) = jm∗(M)}

Pak (I, A) je množinová algebra.

Důkaz.
Vlastnost (MA1) plyne z následuj́ıćıho lemma.
Vlastnost (MA2) plyne z Caratheodoryovy podmı́nky.

Lemma. Omezená množina M ⊂ I je Jordanovsky měřitelná právě když ke
každému ε > 0 existuje systém {Ik}

n

k=1
, {Jk}

m

k=1
, takových, že plat́ı

∪n

k=1
Ik ⊂ M ⊂ (∪n

k=1
Ik) ∪ (∪m

k=1
Jk),

m
∑

k=1

S(Jk) < ε

Důkaz lemma je v prezentaci.
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