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Definice mnozinové algebry. Nechf X je mnozina, A mnoZina jejich
podmnozin. Dvojici (X, A) spliujici axiomy (MA1), (MA2) nazyvame mno-
zinovou algebrou.

(MA1) (VM,N € A)(MUN € A)
(MA2) (VM € A)(X\ M € A)

Priklady.

1. Necht X ={1,2,...,n}, A je mnozina vsech podmnozin A.
Pak (X, A) je mnozinova algebra.

2. Necht X = N, A je mnoZina vsech koneénych podmnozin mnoziny X.
Pak neni splnén axiom (MAZ2), proto (X, A) neni mnozinova algebra.
3. Necht X = N, A je mnozina vSech kone¢nych podmnozin mnoziny X

a jejich doplnku. Tj. M € A pravé kdyz je M koneénd mnozina, nebo
je N\ M kone¢nd mnozina.

Pak (X, A) je mnozinova algebra.

4. Necht X =[0,1) x [0,1). Mnozinu I C X nazveme intervalem, pokud
existuji0 <a <b<1,0<c<d<1takové, ze I = [a,b)x][c,d). Necht
A je mnozina, jejiz prvky jsou sjednoceni konecného mnozstvi intervalu.
Tj. M € A praveé kdyz existuji intervaly I pro k € {1,2,...,n} takové,
ze M = Uzozllk

Pak je (X, A) mnozinova algebra.

Vlastnosti mnozinové algebry. Necht (X, A) je mnozinova algebra. Pak
plati



1. VM,Ne€ A)(MNN € A)
Névod: z de Morganova vzorce X \ (M N N) = (X \ M)U (X \ N)
vyjadiete M NN = X\ (X \ M)U (X \ N)).

2. (VM,N e A)(M\ N € A)
Névod: dokazte a pouzijte vztah M \ N = M N (X \ N).

3. Pokud je A# (), pakl € Aa X € A.
Navod: 0 = A\ A, X = X\ 0.

Definice obsahu. Necht X = [0,1) x [0,1), necht (X, A) je mnozinova

algebra a necht S : A — [0,00) je zobrazeni spliujici (S1), (S2). Pak

trojici (X, A, S) budeme nazyvat prostorem s obsahem, mnoziny M € A

méfitelnymi mnozinami a S(M) obsahem mnoziny M.

(S1) Je-li I =[a,b) x[c,d) #0,I C X,pakjel € AaS(I)=(b—a)(d—rc)
Tj. obdélniky jsou méfitelné mnoziny a jejich obsah je shodny s geo-
metrickym obsahem.

(S2) (VM,Ne AMNN=0)(S(MUN)=S(M)+ S(N)

Tj. obsah sjednoceni dvou disjunktnich mnozin je roven souctu obsahu
téchto mnozin.

Vlastnosti obsahu.

1. (VM,N € A)(M CN=S(M)<S(N)
Navod: vyjadiete mnozinu N jako disjunktni sjednoceni:
N=MU(N\M).

2. (VM,N e A)(SIMUN)+S(MNN)=S(M)+ S(N)

Névod: pouzijte disjunktni sjednocent:
MUN=(M\N)UN\M)UMNON), M=(M\N)U(MNN),
N=(N\M)U(MNN).

3. Necht Ij pro k € {1,2,...,n} jsou intervaly. Necht pro k # [ plati
[k ﬂIl = @ Necht’ M e A, M D) UZ:llk'

Pak je (M) > Y1, S(14).



4. Necht M € A.
Pak je

S(M) > sup {i S(Iy) : Up_1 Iy € M, (VI k) Iy NI, = @)}

k=1

5. Necht I pro k € {1,2,...,n} jsou intervaly. Necht M € A, M C
I

Pak jo (M) < Y0, S(7y).
6. Necht M € A.
Pak je

k=1

Definice Jordanovské méfitelnosti. Necht M C R? je omezensd mnoZina.
Cislo jm. (M) nazyvame vnitini Jordanovou mirou mnoziny M, ¢islo jm* (M)
nazyvame vnéjsi Jordanovou mirou mnoziny M.

gm«(M) = sup{ZS([k): ZlkaM,(Vl,k:)(lkﬂIl:@)}

gm*(M) := inf {i S(Iy): M C Uzzllk}

k=1

Mnozinu M nazveme Jordanovsky métitelnou, pokud plati jm. (M) = jm*(M).

Lemma o Jordanové mite. Necht I C R? je interval, M C I. Pak plati

gm.(M) = S(I) = jm*(I'\ M)

Dikaz lemma je v prezentaci.

Véta (Caratheodoryova podminka). Necht I C R? je interval, M C I.
Pak jsou nésledujici podminky ekvivalentni. Podminku (ii) nazyvame Ca-
ratheodorzovou podminkou.

(i) Mnozina M je Jordanovsky métitelnd.



(i)
gm* (M) + jm™(I'\ M) = S(I)

Dikaz.
(i) = (i)
Pro Jordanovsky méfitelnou mnozinu M plati
Jm«(M) = jm*(M)
7 lemma o Jordanové mite plyne
jme(M) = S(I) = jm*(I'\ M)
Odtud dostaneme
gm*(M) = S(I) = jm*(I'\ M)

a po uprave dostaneme Caratheodoryovu podminku.
(if) = (i)

Caratheodirzovu podminku upravime na
jm* (M) = S(I) — jm*(I\ M)
pravou stranu upravime pomoci lemma o Jordanové miie a dostaneme
Jm«(M) = jm*(M)
odkud plyne, ze M je Jordanovsky mértitelna.

Véta o systému Jordanovsky méfitelnych mnozin. Necht I C R? je

interval. Necht

A= (M C I jm(M) = jm* (M)}
Pak (1, A) je mnozinova algebra.
Dikaz.

Vlastnost (MA1) plyne z nasledujictho lemma.
Vlastnost (MA2) plyne z Caratheodoryovy podminky.

Lemma. Omezena mnozina M C [ je Jordanovsky méfitelnd pravée kdyz ke
kazdému e > 0 existuje systém {I}7_;, {Jx}re;, takovych, ze plati

Upide ©M C (UL L) U Uy Ji), Y S(J) <«
k=

1

Dikaz lemma je v prezentaci.



