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Obsah na milimetrovém paṕı̌re

Na obrázku je elipsa na čtvercové śıti. Śıt’ nám umožńı odhadnout
zdola shora obsah elipsy t́ım, že nahrad́ıme elipsu čtverečky, které
lež́ı celé alespoň částečně uvniťr elipsy.
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Definice a vlastnosti obsahu

Definice. Obsah je zobrazeńı, které množině M ⊂ R2 p̌rǐrad́ı č́ıslo
S(M) ∈ [0,∞) a které splňuje

1. Obsah obdélńıku o stranách h, k je dán vzorcem
(∀a, b ∈ R)(∀h, k ∈ [0,∞))(S([a, a+ h)× [b, b + k)) = hk)

2. Je aditivńı – obsah sjednoceńı disjunktńıch množin M1, M2 je
roven součtu jejich obsahů
(∀M1,M2 ∈ R2,M1∩M2 = ∅)(S(M1∪M2) = S(M1)+S(M2))

3. Obsah je monotonńı funkćı
(∀M,N ∈ R2)(M ⊂ N ⇒ S(M) ≤ S(N))

Poznámka. Vlastnost 3 plyne z vlastnosti 2 a nezápornosti
obsahu: zvolme M1 = M, M2 = N \M, pak je
S(N) = S(M ∪ (N \M)) = S(M) + S(N \M) ≥ S(M).
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S(M) ∈ [0,∞) a které splňuje
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obsahu: zvolme M1 = M, M2 = N \M, pak je
S(N) = S(M ∪ (N \M)) = S(M) + S(N \M) ≥ S(M).



Definice a vlastnosti obsahu
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(∀M1,M2 ∈ R2,M1∩M2 = ∅)(S(M1∪M2) = S(M1)+S(M2))

3. Obsah je monotonńı funkćı
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(∀M,N ∈ R2)(M ⊂ N ⇒ S(M) ≤ S(N))

Poznámka. Vlastnost 3 plyne z vlastnosti 2 a nezápornosti
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Jordanova ḿıra

Definice. Necht’ a, b, c , d ∈ R, a ≤ b, c ≤ d . Dvourozměrným
intervalem nazveme množinu I = [a, b)× [c , d). Č́ıslo
(b− a)(d − c) nazveme obsahem intervalu I a budeme značit S(I ).

Necht’ M ⊂ R2. Vniťrńı Jordanovou ḿırou množiny M nazýváme
č́ıslo

sup

{
n∑

k=1

S(Ik) : Ik jsou po dvou disjunktńı intervaly, ∪n
k=1 Ik ⊂ M

}

Vněǰśı Jordanovou ḿırou množiny M nazýváme č́ıslo

inf

{
n∑

k=1

S(Ik) : Ik jsou intervaly, ∪n
k=1 Ik ⊃ M

}

Poznámka. Množina M má konečnou vněǰśı Jordanovu ḿıru,
právě když je omezená.
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(b− a)(d − c) nazveme obsahem intervalu I a budeme značit S(I ).
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Jordanovská mě̌ritelnost

Definice. Množinu M nazveme Jordanovsky mě̌ritelnou, pokud se
jej́ı vniťrńı a vněǰśı Jordanovy ḿıry rovnaj́ı a jsou konečné. Tuto
společnou hodnotu budeme nazývat Jordanovou ḿırou množiny M.

Př́ıklad Jordanovsky nemě̌ritelné množiny. Množina A× A, kde
A = [0, 1] ∩Q má vniťrńı Jordanovu ḿıru rovnu nule, vněǰśı rovnu
jedné a tedy neńı Jordanovsky mě̌ritelná.

Lemma. Necht’ I ⊂ R2 je interval, A ⊂ I . Označme jm∗ vněǰśı a
jm∗ vniťrńı Jordanovu ḿıru. Pak plat́ı

jm∗(A) = S(I )− jm∗(I \ A)

Důkaz na daľśım slajdu.
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Důkaz lemmatu

Důkaz. Necht’ {Ik}nk=1,
⋃n

k=1 Ik ⊂ A je systém po dvou
disjunktńıch interval̊u.

Z krajńıch bodů interval̊u Ik vytvǒŕıme śıt’ a śıt’ vytvǒŕı intervaly
{Jk}mk=1 doplňuj́ıćı disjunktńı sjednoceńı

⋃n
k=1 Ik ∪

⋃m
k=1 Jk = I

Odtud plyne∑n
k=1 S(Ik) = S(I )−

∑m
k=1 S(Jk),

sup{
∑n

k=1 S(Ik)} = S(I )− inf{
∑m

k=1 S(Jk)}

a tedy jm∗(A) = S(I )− jm∗(I \ A)
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Caratheodoryova podḿınka

Lemma. Necht’ I ⊂ R2 je interval, A ⊂ I . Označme jm∗ vněǰśı
Jordanovu ḿıru. Množina A je Jordanovsky mě̌ritelná právě když
splňuje Caratheodoryovu podḿınku

jm∗(A) + jm∗(I \ A) = S(I )

Důkaz. Jordanovskou mě̌ritelnost jsme definovali vztahem

jm∗(A) = jm∗(A)

Dosazeńım do rovnosti z p̌redchoźıho lemmatu dostaneme

jm∗(A) = S(I )− jm∗(I \ A)

a po úpravě dostaneme Caratheodoryovu podḿınku.

Poznámka. Pokud neńı množina A Jordanovsky mě̌ritelná, pak
z jm∗(A) < jm∗(A) plyne subaditivita jm∗(A) + jm∗(I \ A) > S(I )
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jm∗(A) = S(I )− jm∗(I \ A)
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a po úpravě dostaneme Caratheodoryovu podḿınku.
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Systém Jordanovsky mě̌ritelných množin

Definice. Necht’ M je množina, S ⊂ 2M systém jej́ıch podmnožin.
Dvojici (M, S) nazveme množinovou algebrou, pokud plat́ı

1. ∅ ∈ S

2. (∀A ∈ S)(M \ A ∈ S)

3. (∀A,B ∈ S)(A ∪ B ∈ S)

Věta. Necht’ I ⊂ R2 je omezený interval. Množina Jordanovsky
mě̌ritelných podmnožin intervalu I tvǒŕı množinovou algebru.

Důkaz.

1. ∅ = [a, a)× [b, b)

2. Plyne z Caratheodoryovy podḿınky
jm∗(A) + jm∗(I \ A) = S(I )

3. K důkazu aditivity nejďŕıve dokážeme lemma.
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Lemma k důkazu věty o algeb̌re Jordanovsky mě̌ritelných
množin

Lemma. Omezená množina A ⊂ I je Jordanovsky mě̌ritelná právě
když ke každému ε > 0 existuje systém po dvou disjunktńıch
interval̊u {Ik}nk=1, {Jk}mk=1, že

∪n
k=1Ik ⊂ A ⊂ (∪n

k=1Ik) ∪ (∪m
k=1Jk),

m∑
k=1

S(Jk) < ε
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Důkaz lemmatu

Důkaz. Označme jm∗(A) vniťrńı ḿıru A, jm∗(A) vněǰśı ḿıru A.

Zvolme {Ik}nk=1 tak, aby
∑n

k=1 S(Ik) > jm∗(A)− ε/2

a {Jk}mk=1, tak aby
∑n

k=1 S(Ik) +
∑m

k=1 S(Jk) < jm∗(A) + ε/2.

Pak je
∑m

k=1 S(Jk) < jm∗(A)− jm∗(A) + ε, (*)

Dále je
∑n

k=1 S(Ik) ≤ jm∗(A),∑n
k=1 S(Ik) +

∑m
k=1 S(Jk) ≥ jm∗(A)

a odtud plyne
∑m

k=1 S(Jk) ≥ jm∗(A)− jm∗(A). (**)

Tvrzeńı lemmatu plyne ze vztahů (*), (**).
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Důkaz věty o algeb̌re Jordanovsky mě̌ritelných množin –
pokračováńı

Uvažujme nyńı Jordanovsky mě̌ritelné množiny A, B a systémy
interval̊u {Ik}nk=1, {Jk}mk=1, {Kk}ok=1, {Lk}

p
k=1 splňuj́ıćı⋃n

k=1 Ik ⊂ A ⊂
⋃n

k=1 Ik ∪
⋃m

k=1 Jk⋃o
k=1 Kk ⊂ B ⊂

⋃o
k=1 Kk ∪

⋃p
k=1 Lk∑n

k=1 S(Jk) < ε/2,
∑p

k=1 S(Lk) < ε/2

Udělejme sjednoceńı těchto systémů, intervaly rozdělme na části,
tak aby po vyhozeńı duplicit byly po dvou disjunktńı. Dostaneme
systém pro sjednoceńı, ze kterého plyne Jordanovská mě̌ritelnost
A ∪ B.
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Daľśı vlastnosti množinové algebry

1. Z de Morganových vzorc̊u plyne

A,B ∈ S =⇒ A ∩ B ∈ S

A ∩ B = M \ ((M \ A) ∪ (M \ B))

2. Matematickou indukćı dokážeme, že v algeb̌re lež́ı i
sjednoceńı/pr̊unik konečného počtu množin

(∀k ∈ {1, . . . , n})(Ak ∈ S) =⇒ (∪n
k=1Ak ∈ S ,∩n

k=1Ak ∈ S)

3. Pro nekonečně mnoho množin Ak ∈ S , k ∈ N nemuśı platit
∪∞
k=1Ak ∈ S . Nap̌ŕıklad všechny jednoprvkové množiny jsou

Jordanovsky mě̌ritelné, jejich sjednoceńım dostaneme
spočetnou množinu, která být Jordanovsky mě̌ritelná nemuśı.
Pro p̌ŕıpad jednorozměrné ḿıry uved’me A = Q ∩ (0, 1)
(dvourozměrný p̌ŕıpad je A× A).
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1. Z de Morganových vzorc̊u plyne

A,B ∈ S =⇒ A ∩ B ∈ S

A ∩ B = M \ ((M \ A) ∪ (M \ B))
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∪∞
k=1Ak ∈ S . Nap̌ŕıklad všechny jednoprvkové množiny jsou
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Otev̌rená množina, která neńı Jordanovsky mě̌ritelná
Př́ıklad otev̌rené množiny, která neńı Jordanovsky mě̌ritelná.

Necht’ C = A× A, kde A = Q ∩ (0, 1).

Sěrad’me prvky C do posloupnosti a pro xk ∈ C necht’ je B(xk)
otev̌rený kruh o obsahu ε/2k se sťredem v bodě xk .

Uvažujme množinu

D =
⋃
xk∈C

B(xk)

Pak je D otev̌rená množina.
Dále je C ⊂ D, a tedy vněǰśı Jordanova ḿıra
jm∗(D) ≥ jm∗(C ) = 1.
Vniťrńı ḿıra D je nanejvýš rovna součtu měr B(xk), tedy ε.

Závěr: C je otev̌rená množina, která neńı Jordanovsky mě̌ritelná.

Ukážeme na jednorozměrném p̌ŕıpadě – úsečka znázorňuje interval
(0, 1), racionálńı č́ısla pokrýváme okoĺımi, pro lepš́ı viditelnost
dvourozměrnými:
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Sěrad’me prvky C do posloupnosti a pro xk ∈ C necht’ je B(xk)
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”
Lebesgueova sodovka“

Množina C pro pomaleǰśı zmenšováńı okoĺı (stále tvǒŕı
geometrickou řadu). Vidět jsou jen okoĺı bodů se soǔradnicemi
1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, ostatńı jsou p̌ŕılǐs malá.
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