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Poznamka. Vlastnost 3 plyne z vlastnosti 2 a nezapornosti
obsahu: zvolme My = M, M, = N\ M, pak je
S(N)=S(MU(N\ M))=SM)+ S(N\ M) > S(M).
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k=1

N4

Pozndmka. MnoZina M ma kone¢nou vnéjsi Jordanovu miru,
pravé kdyz je omezena.
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Jordanovska méFitelnost

Definice. MnoZinu M nazveme Jordanovsky méFitelnou, pokud se
jeji vniténi a vnéjsi Jordanovy miry rovnaji a jsou konetné. Tuto
spole¢nou hodnotu budeme nazyvat Jordanovou mirou mnoZiny M.

Ptiklad Jordanovsky neméFitelné mnoziny. MnoZina A x A, kde
A =[0,1] N Q ma vnitfni Jordanovu miru rovnu nule, vn&jsi rovnu
jedné a tedy neni Jordanovsky méFitelna.

v

Lemma. Necht / C R? je interval, A C I. Oznatme jm* vn&jsi a
Jm, vnit¥ni Jordanovu miru. Pak plati

Jm.(A) = S(1) —jm*(I'\ A)

Dakaz na dalsim slajdu.
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Dikaz. Necht {/}{_;, Ui_1 Ik C A je systém po dvou
disjunktnich intervald.

Z krajnich bodi intervall /, vytvoFime sit a sit vytvo¥i intervaly

{Jic} i, dopliujici disjunktni sjednoceni

/+\

)

(=

——

Odtud plyne

2 k=1 SU) = S(1) = 32511 S(J),

UZ:l I U UT:l Je=1

sup{3 k=1 SUK)} = S() —inf{320Ly S(J)}

atedy jm.(A) = S(I)— jm*(I\ A)
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Caratheodoryova podminka

Lemma. Necht / C R? je interval, A C I. Oznaéme jm* vn&jsi
Jordanovu miru. MnoZina A je Jordanovsky méfitelnd pravé kdyz
spliiuje Caratheodoryovu podminku

Jm*(A) +jm*(I'\ A) = 5(1)

Dikaz. Jordanovskou méFitelnost jsme definovali vztahem
jm.(A) = jm*(A)
Dosazenim do rovnosti z pfedchoziho lemmatu dostaneme
jm*(A) = S(1) — jm*(1'\ A)
a po upravé dostaneme Caratheodoryovu podminku.

Poznamka. Pokud neni mnoZina A Jordanovsky méfitelna, pak
z jm,(A) < jm*(A) plyne subaditivita jm*(A) + jm*(/ \ A) > S(/)
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Definice. Necht M je mno¥ina, S C 2M systém jejich podmnozin.
Dvojici (M, S) nazveme mnoZinovou algebrou, pokud plati
1.0es
2. (VAeS)(M\AeS)
3. (VA,Be S)(AUBE€YS)
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1. 0 =[a,a) x [b, b)
2. Plyne z Caratheodoryovy podminky
Jm*(A) +Jjm*(I'\ A) = 5(I)
3. K dikazu aditivity nejdfive dokdZzeme lemma.
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Zvolme {/c}7_; tak, aby D71 S(lk) > jm.(A) —=/2
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Pak je > i1 S(Jk) < jm*(A) — jm(A) + =, (¥)

Dile je >-7_; S(Ik) < jm.(A),
D k=1 SU) + 2250 S(Jk) = jm*(A)
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Tvrzeni lemmatu plyne ze vztahi (*), (**).




Diikaz véty o algebfe Jordanovsky méfitelnych mnoZin —
pokracovani

Uvazujme nyni Jordanovsky méfitelné mnoziny A, B a systémy
intervald {h}7_;, {I Py {Ki}o_q, {Lk}r_, splujici

Uikt lk € A C Uy Ik U Uiy Jk
Ur=1 Kk € B € U1 Kk UUL_ Lk
dore1S(k) <e/2, YR_1S(Lk) <¢/2



Diikaz véty o algebfe Jordanovsky méfitelnych mnoZin —
pokracovani

Uvazujme nyni Jordanovsky méfitelné mnoziny A, B a systémy
intervald {h}7_;, {I Py {Ki}o_q, {Lk}r_, splujici

U1k €A C U1 Ik UURZ1 Jk
Ur=1 Kk € B € U1 Kk UUL_ Lk
dore1S(k) <e/2, YR_1S(Lk) <¢/2

Udé&lejme sjednoceni téchto systémii, intervaly rozdélme na &asti,
tak aby po vyhozeni duplicit byly po dvou disjunktni.



Diikaz véty o algebfe Jordanovsky méfitelnych mnoZin —
pokracovani

Uvazujme nyni Jordanovsky méfitelné mnoziny A, B a systémy
intervald {h}7_;, {I Py {Ki}o_q, {Lk}r_, splujici

U1k €A C U1 Ik UURZ1 Jk
Ur=1 Kk € B € U1 Kk UUL_ Lk
dore1S(k) <e/2, YR_1S(Lk) <¢/2

Udé&lejme sjednoceni téchto systémii, intervaly rozdélme na &asti,
tak aby po vyhozeni duplicit byly po dvou disjunktni. Dostaneme
systém pro sjednoceni, ze kterého plyne Jordanovska méfitelnost
AUB.
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1. Z de Morganovych vzorci plyne

ABeS=— ANBecS
ANB =M\ ((M\A)U(M\ B)

2. Matematickou indukci dokdZeme, Ze v algebte leZi i
sjednoceni/prinik kone&ného po&tu mnoZzin

(Vke{l,....n})(Ak € S) = (Uj_1Ak € S,N}_1AL € S)

3. Pro nekone&né mnoho mnozin Ay € S, k € N nemusi platit
U% 1Ak € S. Napriklad v8echny jednoprvkové mnoZiny jsou
Jordanovsky mé¥itelné, jejich sjednocenim dostaneme
spoletnou mnozinu, kterd byt Jordanovsky méfitelnd nemusi.
Pro p¥ipad jednorozmé&rné miry uvedme A = QN (0,1)
(dvourozmérny p¥ipad je A x A).
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Déle je C C D, a tedy vnégjsi Jordanova mira
jm*(D) = jm*(C) = L.
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UkaZeme na jednorozmérném ptipadé — tsecka znazorfiuje interval
(0,1), raciondlni &isla pokryvdme okolimi, pro lepsi viditelnost

dvourozmé&rnymi: P ‘




»Lebesgueova sodovka“

MnoZina C pro pomalej&i zmen3ovani okoli (stéle tvofi
geometrickou ¥adu). Vidét jsou jen okoli bodil se soutadnicemi
1/2,1/3,2/3,1/4,3/4,1/5,2/5,3/5,4/5, ostatni jsou p¥ili¥ mala.
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