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Definice vdzaného extrému. Necht ) C R? je oteviend mnozina, a € (2,
Q=R g: Q=R M,:={zeR?: g(z) =0}

Rekneme, ze funkce f méa v bodé a € M, lokalni minimum (respektive
maximum) vézané na mnozinu M,, pokud existuje 6 > 0, ze pro vSechna

x € M,NUs(a), v # a plati f(xz) > f(a) (respektive f(z) < f(a)).

Priklad.

QO=R? f(z,y) =2 +z—y* g(z,y) =22 +y.

Z rovnice g(x,y) = 0 vyjddiime y a ulohu prevedeme na hleddni extrému
funkce jedné proménné

~

flz)=f(x,—2x), z€R

Po chvili pocitani dostaneme f(z) = x — 3z2, kterd mé minimum lokaln
i globalni rovné 1/12 v bodé = = 1/6. Dopocitdme y = —2x = —1/3
a dostaneme: funkce f ma lokalni i globalni maximum rovné 1/12 v bodé
(1/6,—1/3).

Priklad.

g(x,y) = 2* + y* — 1, mnozina M, je kruznice. Body (x,y) € M, rozdélime
do ¢tyt skupin

1. z e (—-1,1), y(x) = V1 — 22,
2. ze(-1,1), yx) = =1 — 22,
3. y€e (=40

(

Piipady 1, 2 prevedeme na hledani extrému funkce jedné proménné (a ana-
logicky i ptipady 3, 4)

A~

f) = ftyt), te(=1,1)



Retizkové pravidlo:

f@) = folty®) +y' () f, (¢ y@) (1)
0 = gult,y(t) +y'()gy(t y(t)) (2)

Pokud je g,(t,y(t)) # 0, vyjadiime y/'(¢) z rovnice (2) a dosadime do (1).
Budeme fesit soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé

9T y)
fo(z,y) gy(x’y)fy( .Y) 0 (3)

g(x,y) = 0 (4)

Véta o implicitné zadané funkci. Necht  C R? je oteviend mnoZina,
(a,b) € Q, g € CH(Q), g(a,b) =0, g,(a,b) # 0.

Pak existuji d, > 0, §, > 0 takové ze pro kazdé x € Us, (a) existuje prave
jedno y(z) € Us, (b) splnujici

g9(z,y(z)) =0 ()

Funkce y : Us, (a) — R definovand vztahem (5) je diferencovatelna v okoli
bodu a a pro t € Us,(a) plati

9:(t, y(t))
gy(t> y(t))

Dtikaz. Bez Gjmy na obecnosti budeme pfedpokladat, ze g,(a,b) > 0 (jinak
prejdeme k funkci —g).

Protoze je g € C'(R), existuje 6, > 0, ze plati g,(z,y) > 0 pro = € U, (a),
y € Us,(b). Odtud plyne, ze funkce f(y) = g(z,y) je rostouci na Us, (b) pro
x € Us,(a).

Odtud a ze spojitosti g v bodé (a, b+d,) plyne existence 6, > 0, ze g(z,y)
je kladné na carkovanych useckdch na obrazku. Analogicky zduvodnime, Ze
na plnych useckéch je g zadporna.

Odtud a ze spojitosti g dale plyne, ze pro d, := min{dy, 5} a = € U, (a)
existuje pravé jedno y € Us, (b) takové, ze g(x,y) = 0.

y(t) =~ (6)

—
o1 |
Oy | na carkovanych tseckach je g(z,y) > 0
. g(a,b) =0
na plnych tseckéch je g(z,y) <0
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K dikazu (6) odvodime vztah pro

y(a+1t) —y(a)

Polozime

u:= (a,b)

v:=(a+t yla+1))

2(1) i=u+T1(v—u)

Plati: g(u) = g(v) =0, v —u = (t,y(a +t) — y(a)).

3, Y v) =0
s z(T), T € (0,1)
‘u, g(u) =0
Oz

Déle na tsecce uv definujeme funkci

a ovérime, Ze spliuje na intervalu [0, 1] predpoklady Rolleovy véty o stiedni
hodnoté: Plati ¢(0) = g(u) = 0, ¢(1) = g(v) = 0 a z Fetizkového pravidla
pro 7 € (0, 1) plyne

¢'(7) = (v —u) - Vg(2(7)) = tga(2(7)) + (y(a + 1) —y(a))gy(2(7))  (7)

Z Rolleovy véty pak plyne, ze existuje ¢ € (0, 1) takové, ze plati

'(c) =0 (8)

Dosazenim do (7) dostaneme

0= tg.(2(c)) + (y(a +1t) —y(a))gy(z(c))

Odtud vyjadiime




Necht je £ > 0. Ze spojitosti funkee (z,vy) — g.(z,vy)/g9,(z,y) v bodé (a,b)
plyne existence § > 0 takového, ze pro (z,y) € Us(a,b) plati

g?J(x?y) gy(a, b)

<e (10)

Nize ukézeme, ze existuje 0, takové, ze pro t € (—d&,0;) a ¢ € (0,1) je
z(c) € Us(a,b). Odtud a z (9), (10) pro t € (=0, d;) plyne

ESLECIICE

a odtud plyne (6).

Dokazme existenci d;. Podobné jako na zacatku dukazu ukazeme, ze k 9, <
§/v/2 existuje 6, € (0,6,) takové, ze ke kazdému x € U, (a) existuje prave
jedno y € Us, (b) takové, ze plati g(x,y) = 0. Zvolime-li é; := 6., pak pro
t € (=6, 6), je z(c) = (a+ct, b+ c(y(a+t) —y(a)) € Us(a,b).

Poznamka. Funkci y budeme nazyvat funkci implicitné zadanou rovnici
g(t,y(t)) = 0 na okoli bodu (a,b).

Véta (nutnd podminka pro vazany extrém). Necht 2 C R? je oteviend
mnozina, (a,b) € Q, f,g € CY(Q), Vg(a,b) # (0,0). Necht ma funkce f
v bodé (a,b) lokdln{ vazany extrém na mnoziné M,.

Pak existuje A € R takové, ze plati

Vf(a,b) = AVg(a,b) (11)

Dukaz. Protoze je Vg(a,b) # (0,0), bez jmy na obecnosti predpokladdame
gy(a,b) # 0 (jinak prejdeme k funkei g(z,y) = g(y, x)).
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Z véty o implicitné zadané funkci plyne existence § > 0 takového, ze na
okoli Us(a) je funkce y ddna vztahem g(z,y(z)) = 0 a jeji derivace vztahem

(6).
Polozme 1
UG (12)
g9y(a,b)
Z rovnice (3) plyne f.(a,b) = Ag.(a,b), a odtud plyne (11).

Lagrangeova funkce. Funkci

F($,y,)\) = f($7y) - )\g(QT,y)

nazyvame Lagrangeovou funkci a ¢islo A nazyvame Lagrangeovym multipli-
katorem.

Poznamka. Nutnou podminku existence vazaného extrému muzeme pomoci
Lagrangeovy funkce napsat ve tvaru

VF(a,b,\) = (0,0,0) (13)

Véta (druha derivace implicitné zadané funkce). Necht 2 C R? je
oteviend mnozina, (a,b) € Q, g € C*(Q), g(a,b) = 0, g,(a,b) # 0. Necht
y : U(a) — R je funkce implicitné zadand rovnici g(¢, y(¢)) = 0 na okoli bodu
(a,b). Pak existuje druhé derivace funkce y v bodé a a je rovna

J'(a) = _ Gux(@,0) + 2y (a)gsy(a,b) + (y'(a))?gyy(a, b)
gy(a,b)

(14)

Dukaz. Podle véty o derivaci slozené funkce (fetizkové pravidlo) mé prava
strana (6) derivaci podle proménné ¢. Odtud plyne existence y”(t). Aplikaci
tetizkového pravidla dostaneme

mez_g(%mmm):_%ﬁ%—%ﬁ%
dt gy(ta y(t)) (gy)2
_ _gygacac - y/<t>gygacy + gacg:cy + y/(t)gwgyy
(9y)2

Dosadime ¢, = —¢/(t)g,, t = a, pokratime zlomek g, a dostaneme (14).

Véta (druha derivace ve staciondrnim bodé). Nechf f,g € C3(9Q),
(a,b) € Q, g(a,b) = 0 a existuje A € R, ze plati (11). Necht y je funkce
implicitné zadand rovnici g(¢, y(t)) = 0 na okoli bodu (a,b). Funkce f nechf
je definovana na okoli bodu a vztahem

A~

f(t) = f(t,y(t)) (15)

>



Pak

flla) =0
P = ) ey e ) o)

Dukaz. Pouzijeme fetizkové pravidlo na (15)

F(t) = fulty(®) + ' (0 £, (8, y(8)

dosazenim derivace y'(t) z (6) a f, f, z (11) dostaneme (16).
Druhym pouzitim fetizkového pravidla postupné dostaneme

~

i) = % (falt,y(t) + ' (8) £y (t, y(1)))
fow Y @) fuy + ¥ () fy + ¥ () (foy + ¥ () fo)
= fax + 2y (t) fuy + (y/(t))nyy +y" () fy
Oznac¢ime k = y/(t), za y"(t) dosadime z (14)

fﬂ(a) = facac + Zkf:vy + kayy - ?(gmm + 2kg;ry + k2gyy)

Y

Za podil f,/g, dosadime z pfedpokladu (11)

F(a) = fon + 2k fay + K2 Fry — N Gaw + 2Kk gay + K°gyy)

a dostaneme

~

f”(a) = Fpp + 2k P,y + kQFyy

Pomoci Hessovy matice H := V*F(a,b) definované v (18) upravime na

f"(a) = (1, k)H (1, k)"
K odvozeni (17) staci ukazat
(17 k) ’ v9<a7 b) =0,

coz overime dosazenim

k=y'(t) =~ , Vg(a,b) = (g:(a,0), g,(a; b))



Véta (postacujici podminka pro vdzany extrém). Necht  C R? je
oteviend mnozina, (a,b) € Q, f,g € C*(Q), g(a,b) = 0, Vg(a,b) # (0,0).
Necht existuje A € R takové, Ze pro Lagrangeovu funkei plati (13). Necht

9 | Fup(a,b,N) Fyy(a,b,N)
ViF(ab) = ( ny(a,b, A) Fyy(aa b,A) ) (18)

aheR?\ {(0,0)} je vektor kolmy na Vg(a,b).
Pak plati

(i) Pokud je hV?F(a,b)h”T > 0, pak ma funkce f v bodé (a,b) lokaln{
minimum vézané na mnozinu M,.

(i) Pokud je hV2F(a,b)h’ < 0, pak ma funkce f v bodé (a,b) lokdlni
maximum vazané na mnozinu M,.

Diikaz. Staci ukézat, Ze funkce f definovans vztahem (15) m4 extrém v bodé
a. Zvolme h = (1,y'(a)). Pak z (6) plyne h - Vg(a,b) = 0 a z véty o druhé
derivace ve stacionarnim bodé plyne f'(a) = 0, f”(a) = hV2F(a,b)hT, odkud
plyne tvrzeni véty.

Priklad. Urcete pomér poloméru podstavy valce a jeho vysky, chceme-li,
aby povrch valce byl co nejmensi pii zadaném objemu valce.

Oznacime polomeér podstavy vélce x a vysku valce y a budeme hledat
minimum funkce f(z,y) = 27z? + 27ry vdzany na mnozinu

M = {[z,y] € (0,00) x (0,00) : T’y — V = 0}

Protoze nechceme spocitat hodnotu extrému, ale jen pomér z : y, muzeme
hledat extrém funkce f(x,y) = 2% + zy s vazbou g(z,y) = 7%y — c.

Vypocéteme gradienty Vf(z,y) = (2 + y,z), Vg(z,y) = (2zy,z%) a
napiseme nutnou podminku pro existenci extrému

2r+y = 2 vy

r = A\’

Protoze je x # 0, vyjadiime z druhé rovnice Ax = 1 a dosadime do prvni.
Dostaneme
20 +y =2y
Odtud dostaneme y = 2z a hledany pomér poloméru podstavy a vysky valce
tedy je r: v =1:2. Tj. vyska je dvakrat vétsi nez polomér podstavy.
Jesté ovérime, ze se jedna o minimum:



. Lagrangeova funkce je F'(z,y) = 2*+xy—\(x?y—c), jeji druhé derivace
jsou Iy =2 —2\y, Iy =1 -2z, I, = 0.

. Z podminky Vf(r,v) = AVg(r,v) jsme odvodili A = 1/r. Odtud do-

staneme /
9 ( 2—=2v/r -1
VF(r,v) = < 1 0 )

. Vektor h: pro Vg(r,v) = (2rv, 2r?) dostaneme ze vztahu h-Vg(r,v) = 0
vektor h = (—r,v).

. Vypoctem dostaneme hV2F(r,v)h’ = 2r(r — v).

. V¥se jsme spocitali v = 2r, proto je hV2F(r,v)hT < 0 a funkce f md
v bodé (r,v) lokdlni vdzané minimum.

U’lohy.

1. Ukazte, ze pro symetrickou matici

=(50)

hARY = az? + 2bxy + cy?

a vektor h = (z,y) je

a pro vektor h = (1,k) je

hART = a + 2bk + ck>.

2. Urcete symetrickou matici A, tak aby platilo

(z,y)A(z,y)" = 52* — bay +



