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Vitame vas u tématu posloupnosti a fad funkci a jejich konvergence. Nez se pustime
do zkouméni toho, jak se chova celd posloupnost kiivek v roving, kdy se n — oo, potfebujeme
mit pevny zéklad ve dvou kli¢ovych oblastech:

1. Prace s grafy funkci (smr$tovani/protazeni pii vnitini linedrni substituci, ofezéavani pii
praci s minimem a maximem).

2. Vypocet limit posloupnosti realnych é&isel zavislych na parametru.

3. Geometricka rada a jeji soucet

Didakticka poznamka: Pii vySetfovani bodové limity posloupnosti funkei f, (x) si proménnou
na malou chvili ,zamkneme* (chovame se k ni jako k pevné zvolenému ¢islu/parametru). Z vyrazu
fn(x) se tak stane oby¢ejna Ciselna posloupnost s indexem n.

1 Rozcvicka I: Grafy a transformace funkci

Pii analyze posloupnosti funkci budeme ¢asto nacrtavat prvnich nékolik ¢lent (napf. pro n =
1,2,5). K tomu je nezbytné rozumét tomu, jak parametrické zrychleni ¢i transformace méni tvar
grafu.

Klicové koncepty k procvicéeni:

e Méfitko na ose x: Piechod od g(x) ke g(c-x) zpisobi c-nasobné vodorovné smriténi (pro
¢ > 1) nebo protazeni (pro 0 < ¢ < 1).

e Absolutni hodnota a konstrukce po ¢astech: Grafy vyrazi typu |1 — z|, 1 — |1 — x|
mizeme konstruovat postupné, pokud vime, co se s grafem stane po vynasobeni nebo
seCteni s konstantou.

e Ofezani grafu: Grafy vyrazi max{f(x),0} nebo min{f(x),1} vzniknou ofiznutim grafu
funkce f.

e Mocniny a goniometrie na intervalech: Chovani z" ¢i sin”(x) pro z € [—1,1].



Priklady na procviceni grafi
Priklad 1.1 (Mocniny a goniometrie). Nacrtnéte do jednoho obrazku grafy néasledujicich funkei
na zadanych intervalech:

® na intervalu [0, 1].

a) y=x,y=x’ay==x
b) y = sin(z), y = sin?(z) a y = sin®(x) na intervalu [0, 7.

Cil alohy: Uvédomit si, co déla umocnovani s hodnotami z intervalu (0,1) a jak se méni tvar
k¥ivky kolem bodu 0 a 1. (Pfiprava pro tlohy f,(x) = z™ a f,(x) = sin™(z)).

Piiklad 1.2 (Lomené a ofezané funkce). Sestrojte krok za krokem grafy nésledujicich funkei na
R:

e gi(z)=|1—z

o go(z)=1—11— x|

e g3(r) = max{1l —|1 —z|,0}
Cil alohy: Procvicit grafy s absolutni hodnotou a operaci max / min, ktera graf ,ofeze“. (P¥i-
prava pro ulohy typu f,(z) = |1 — nz| & f,(x) = max{1l — |1 — nz|,0}).

Priklad 1.3 (Chovani cyklometrickych a exponencialnich funkei). Naértnéte graf funkce y =
arctg(x). Vyznacte v obrazku asymptoty v +oo a —oo. Jak se lisi graf y = arctg(z) od grafu
y = arctg(10z)?

Cil tulohy: Vizualizovat si, jak se pfi zméné argumentu méni rychlost pfechodu mezi limity
v nekone¢nech. (Pfiprava pro tlohy f,(z) = arctg(nx) a f,(z) = arctg(x/n)).

2 Rozcvicka II: Limity posloupnosti s parametrem

Nyni se podivame na pocetni ¢ast. Pfi hledani limitni funkce f(z) = limy, o fn(x) pocitame li-
mitu posloupnosti vzhledem k indexu n, pficemZz proménnou x bereme jako konstantn{ parametr.
Vysledek se casto vyrazné lisi podle toho, v jakém oboru se parametr z nachézi.

Klicové véty k zopakovani:
e Limita geometrické posloupnosti: lim, .., ¢" v zavislosti na ¢ € R.

e Véta o limité monoténni posloupnosti: Je-li posloupnost omezena a monoténni, ma
kone¢nou limitu.

Priklady na procviceni limit posloupnosti

Priklad 2.1 (Geometricka limita s parametrem). Spoéitejte limitu posloupnosti a,, = ¢" v za-
vislosti na redlném parametru ¢ € R. Vysledek zapiste prehledné pro jednotlivé podintervaly
parametru q.

? prolgl <1
1 n pr— ? =
nILHSO q ! prog=1
?7 prog>1
Cil alohy: Zéakladni kdmen pro bodové limity mocninnych posloupnosti f,,(z) = 2™ nebo f,,(z) =
sin™(x).



Priklad 2.2 (Exponencialni pokles). Pro libovolné pevné realné ¢islo ¢ € R urcete limitu:

lim e™™¢
n—o0
Rozlisujte p¥ipady ¢ > 0, c=0a ¢ < 0.
Cil alohy: Procvi¢it chovani exponencialy v zavislosti na znaménku exponentu. (Pfiprava pro

fn(z) = exp(nz) a fn(x) = exp(—nz?)).

Priklad 2.3 (Limita cyklometrické posloupnosti). Pro pevné zvolené ¢ € R vypocitejte:

lim arctg(n - c)
n—oo

Cil dlohy: Préace s vlastnosti lim;_,+ arctg(t) = £5. (Piiprava pro tlohu f,(z) = arctg(nz)).

Priklad 2.4 (Racionélni vyraz s parametrem). Urcete limitu posloupnosti b, s realnym para-

metrem ¢ € R:
n-c

by = — &
" 14 n2.e2

1. Vypocitejte limitu pro ¢ = 0.
2. Vypocitejte limitu pro ¢ # 0 (vytknutim nejvyssi mocniny n).

Cil ulohy: Ukazat, Ze i kdyz je vysledek pro v8echna ¢ € R stejny (nula), rychlost konvergence

k této nule se pro rizné hodnoty parametru zasadné lisi. (Pfiprava pro ulohu f,(z) = 1#;‘175’2”902)

3 Rozcvicka I1I: Geometricka rada a jeji soucet

Zopakujte si, ze geometricka fada
o
> ad”
n=0

konverguje pro hodnoty kvocientu ¢ € (—1,1) a Ze ma soucet

s a

Y ag"=-—— proge (-1,1)
1—-¢q

n=0

4 Propojeni: Piechod k analyze posloupnosti funkci

Jakmile si tyto koncepty osvojite, jste plné€ vybaveni pro feSeni hlavniho pracovniho listu.. V ném
uz jen nahradite parametr ¢ proménnou x:

e Posloupnost a,, = ¢" z Ptikladu 2.1 se stane funkci f,(z) = 2.

nT

e Posloupnost z Prikladu 2.4 se stane funkei fo(z) = 555

Pfejeme vam spoustu zébavy pri objevovani toho, jak se z posloupnosti hladkych kiivek
mohou v limité zrodit funkce s nespojitostmi ¢i skoky.




5 Samostatné cviceni: NereSené tlohy

Na zavér prikladame nékolik standardnich tloh na procviceni zédkladnich dovednosti bez piitom-

nosti parametru.

Grafy elementarnich funkci

Priklad 5.1 (Transformace grafii bez parametru). Nacrtnéte grafy nasledujicich funkei a urcete
jejich definiéni obor a obor hodnot:

1.

2.

hi(z) =]z —2| -1
ho(x) = min{|z — 2| — 1,1} (muZete do jednoho obrazku s grafem h;)

do jednoho obrazku: hg(z) = arctg(z/3), ha(z) = arctg(3z)

. hs(x) = exp(—3z) do jednoho obrazku s grafem exp(—z)

. hg(z) = exp(—32?)

Limity ¢iselnych posloupnosti

Piiklad 5.2 (Vypocet limit bez parametru). Vypocitejte nésledujici limity posloupnosti pro
n — o0o. U kazdého kroku si uvédomte, jakou tpravu nebo vzorec pouzivate:

1.

2.

D.

6.

: 3n2—2n+1
limy, 00 S5m0

lim,, o arctg(—n?) + arctg(3/n)

. limy, 00 0.97

limy, oo 1.17

lim,, o exp(—4n?)

exp(—n)+exp(n)

limy, o0 exp(n?)

Priklad 5.3 (Geometricka fada). Urcete, pro kterda x konverguje fada a pro tato x vypoctéte
soucet rady

1.
2.

3.

ZZO:O(_Un-Hx%
> o Sin" (z)

Y2 exp(nx)
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