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1 Zadani konkrétnich funkci

Pro kazdou z nize uvedenych posloupnosti funkci (f,) provedte analyzu popsanou
v dalsich dvou kapitolach. Cilem je pochopit, jak se funkce v posloupnosti chovaji,
kdyz se n blizi k nekonecnu.

V zavérecné kapitole najdete jednu ulohu vytesenou.

a) fu(z) ="
b) fal®) = &=

¢) fo(x) = arctg(nx)



d) fu(x) = arctg(z/n)
e) fn(x) = exp(nz)
) fu(x) = exp(—nz?)
8) fulz) = |1 —nal

2 Analyza a grafické znazornéni

U kazdé zadané posloupnosti funkei f,, postupujte v téchto krocich:

1. Vizudlni priazkum
Napiste predpis prvnich nékolika ¢lent posloupnosti — doporucuji zvolit napiriklad
n =1,2,5. Poté do jedné soustavy souradnic na¢rtnéte grafy téchto funkef (t;.
napiiklad grafy funkei fi, fa, f5).

2. Vypocet bodové limity
Zamyslete se, co se déje s funkéni hodnotou f,,(z) pro pevné zvolené z, kdyz
n — oo.

e Urcete obor konvergence (D), tedy mnozinu vSech z, pro ktera existuje
konecnd limita lim,, ., f,(z).

e Pro kazdé x € D tuto limitu vypoctéte a zapiste predpis limitni funkce
f.

Ndpoveda: U mnoha zadanych posloupnosti funkci je posloupnost hodnot
(fn(x)) pro pevné x monotonni (nerostouci nebo neklesajici). Pripomerite
st vétu o limité monotonni posloupnosti: je-li takovd posloupnost omezend,
pak je konvergentni a jeji limita je rovna jejimu supremu (pro neklesajici
posloupnost) nebo infimu (pro nerostouci posloupnost).

3. Graf limitni funkce
Do stejného obrazku nacrtnéte graf vysledné limitni funkce f.

4. Prakticka ukazka definice limity
a) Vyberte sina ose x jeden bod a z oboru konvergence D a na ose y vyznacte

f(a).
b) Na ose y vyznacte malé e-okoli bodu f(a).

¢) Najdeéte (odhadem nebo pocetné) takové ng, aby hodnota f,, (a) jiz lezela
ve zvoleném okoli. Pokud graf pro toto ng jesté nemate, dokreslete ho.
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3 Analyza spojitosti limitni funkce

Pro kazdou limitn{ funkei f z Césti 2 uréete mnozinu bodi z oboru konvergence D,
ve kterych tato funkce neni spojita. Svuj zaveér struéné zduvodnéte.

4 Zameéna limit a derivaci

4.1 Zaména poradi limit
Vypoctéte a porovnejte nasledujici dvojice limit.

Pozndamka: Vsimnéte si, Ze limitni funkce f z uloh 2a a 2f, které zde zkoumdte,
nebyly spojité ve viech bodech (viz Cdst 4). Souvisi vysledek této ilohy se spojitosti?

lim | lim z" vs. lim (hm :L'")
n—oo \ x—1- r—1— \n—oo

lim (lim e*”"’“ﬂ) vs. lim (hm e*”zz>

n—oo \z—0 z—0 \n—o0

4.2 Zaména limity a derivace
Uvazujte posloupnost funkei f,(z) = x - e
1. Najdéte bodovou limitu f(z) = lim,_, fn(x) a vypoctéte derivaci f’.

2. Vypoctéte derivaci f! () pro obecné n a najdéte bodovou limitu lim,, . f;, ().

3. Urcete, pro kterda x € R plati rovnost:

lim f/(z) = ( lim fn(@)l

n—oo (R%OO

5 Resena tuloha 2a

5.1 Vizualni prazkum

Nejprve si napiseme a nacrtneme nékolik prvnich ¢lenu posloupnosti, napiiklad pro
n=12,5.

e n = 1: fi(x) = z (linedrni funkce, pfimka)
e n = 2: fy(z) = 2? (kvadraticka funkce, parabola)

e n = 5: f5(z) = 2° (mocninnd funkce)



Grafické znazornéni:
Na grafu vidime, ze pro x € (—1, 1) se hodnoty f,(z) s rostoucim n ptiblizuji k nule.
V bodé x =1 jsou vsechny funkéni hodnoty rovny 1.

5.2

Y Y= |— hlz) =2
1 ~ | @) =2
— f5(z) = 2®
‘ ‘ : i 1 l’}
-15 -1 /~0.5 0.5 1 1.5

Vypocet bodové limity

Nyni urc¢ime limitu f(x) = lim, . fn(2), tedy limitu f(z) = lim, . 2" pro kazdé
pevné zvolené x. Vsimnéte si, pocitame limitu geometrické posloupnosti a ze musime
rozlisit nékolik pripadu:

Pro |z| <1 (tedy z € (—1,1)):
Limita mocniny, kde zaklad je v absolutni hodnoté mensi nez 1, je nula.

lim z" =0
n—o0

Pro z=1:
Posloupnost funkénich hodnot je konstantni: (1,1,1,...).
lim 1" =1
n—oo
Pro z = —1:
Ziskdme posloupnost (—1,1,—1,1,...), ktera osciluje a nemé limitu. Bod tedy

nepatii do oboru konvergence.

Pro x > 1:
Limita je nevlastni (posloupnost diverguje k co). Tyto body tedy nepatii do
oboru konvergence.

Pro z < —1:

V absolutni hodnoté se ¢leny blizi k £oo (tj. lim, o |2"| = 00) a zarovei
¢leny stiidaji znaménka (pro sudé n je x™ > 0 zatimco pro liché n je 2™ < 0).
Limita proto neexistuje a tyto body nepatii do oboru konvergence.

ZAavér:

Obor konvergence (D): Posloupnost konverguje pro € (—1,1].
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e Limitni funkce (f): Pfedpis limitn{ funkce je:

~JO proxe(-1,1)
f(x)_{l prozr =1

5.3 Graf limitni funkce

Grafem je usecka na ose x v intervalu (—1, 1) (bez krajnich bodu) a samostatny bod
v souradnicich [1,1].

f(x)

@

Dulezity postieh: Ackoliv jsou vSechny funkce f,(x) = a™ spojité na celém
svém definicnim oboru, jejich bodova limita, funkce f(z), neni spojita na svém
oboru konvergence. M& bod nespojitosti v x = 1.

5.4 Prakticka ukazka definice limity
Zvolme si bod z oboru konvergence, naptiklad a = 0.5.
1. Limitni hodnota v tomto bodeé je f(0.5) = 0.

2. Zvolme malé okoli této limity, naptiklad e = 0.1. Hledame tedy hodnoty na
ose y v intervalu (—0.1,0.1).

3. Chceme najit takové ng, aby pro vSechna n > ng platilo, ze f,,(0.5) lezi v tomto
okoli. Resime tedy nerovnost:

| £.(0.5) — £(0.5)] < 0.1
|0.5" — 0] < 0.1
0.5" < 0.1

Nerovnost zlogaritmujeme:

n-1n(0.5) < In(0.1)
n(0.1
n(

fu—
~—

n > ~ 3.32

—
o
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Musime tedy zvolit ng = 4. Pro funkci f4(x) = 2 a vSechny dalsi ¢leny posloupnosti
jiz bude platit, ze jejich funkéni hodnota v bodé 0.5 je od limitni nuly vzdélena o
méné nez € = 0.1.

Ovérenf: f4(0.5) = 0.5 = 0.0625, a 0.0625 < 0.1.

Na obréazku je ke grafum funkei dokresleno e-okoli bodu f(a) a z obrazku je
vidét, ze f5(a) v tomto okoli lezi.
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