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1 Bodova a stejnomérna konvergence

vvvvvv

funkce pomoci posloupnosti jednodussich funkei (napt. polynomu). K tomu je v8ak nutné presné
definovat, co znamena, ze posloupnost funkci konverguje k limitni funkci.

Definice 1.1 (Posloupnost funkci). Necht M C R je neprazdna mnozina. Necht pro kazdé n € N
je fn : M — R funkce. Posloupnost (f,)>2; nazyvame posloupnosti funkci definovanych na
mnoziné M.

Nejprirozenéjsim zptsobem konvergence je konvergence v kazdém bodé samostatné.



Definice 1.2 (Bodova konvergence). Rekneme, Ze posloupnost funket (fn)22, konverguje bo-
dové k funkci f : M — R na mnoziné M, jestlize pro kazdé x € M plati:

lim f,(z) = f(z).

n—0o0
Piseme f, — f na M. Funkci f nazyvame bodovou limitou posloupnosti (f,).

Ekvivalentné 1ze bodovou konvergenci zapsat pomoci kvantifikator:
Ve € MYe >03ng € NVn > ng: |fu(z) — f(z)] <e.

V&imnéme si, Ze index ng v definici bodové konvergence zavisi obecné jak na volbé €, tak na
konkrétnim bodé xz € M, tj. no = no(e, ).

Hlavnim nedostatkem bodové konvergence je, Ze nezachovava zakladni analytické vlastnosti
funkci, jako je spojitost, integrovatelnost ¢i derivovatelnost. Limita spojitych funkci nemusi byt
spojité. Z tohoto divodu zavadime silngjsi pojem konvergence.

Definice 1.3 (Stejnomérna konvergence). Rekneme, ze posloupnost funkei (fn)>2, konverguje
stejnomérné k funkci f : M — R na mnoziné M, jestlize:

Ve > 03ng € NVn > noVae € M :|fn(z) — f(z)| <e.

PiSeme f,, = f na M.

Zde volba indexu ng zavisi pouze na € a plati pro vSechna z € M soucasné (ng = ng(e)).
Geometricky to znamena, Ze od indexu ng dale lezi grafy funkci f,, uvnitf e-pasu okolo limitni
funkce f.

Véta 1.4 (Supremové kritérium stejnomérné konvergence). Necht f, — f na M. Oznacéme

op = sup | fu(z) — f()|-

rxeM
Pak fr, = f na M prdavé tehdy, kdyz lim, . op = 0.

Hlavni myslenka dikazu. Ekvivalence v tvrzeni véty plyne ze dvou zakladnich vlastnosti suprema
mnoziny odchylek oy,:

1. 0, je horni zavora: Z definice suprema plati |f,(z) — f(z)| < o, pro v8echna x € M.
Odtud dostéavame implikaci:

on<e = VYreM:|f(z)— flx)| <e,
coz dokazuje implikaci lim,, ,oc 0, =0 = f, = f na M.

2. 0, je nejmensi horni zavora: Plati-li |f,(z) — f(z)| < € pro vSechna x € M, je &islo €
horni zédvorou mnoziny odchylek. Protoze o, je nejmensi horni zavora, plyne odtud impli-
kace:

(Ve e M : |fo(x) — f(z)| <e) = op <k,

coz dokazuje opacnou implikaci f, = f na M — lim,_, o, 0, = 0.



1.1 Grafické znazornéni stejnomérné konvergence

Nésledujici graf ilustruje limitni funkci f a jeji e-okoli. Pro stejnomérnou konvergenci musi od
ur¢itého indexu ng lezet grafy vSech funkei f, (pro n > ng) kompletné uvnit¥ tohoto ¢ervené
vyznaceného péasu.
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2 Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloupnosti

Stejnomérna konvergence je silnéjsi pojem nez bodova konvergence, a proto nam zarucuje, Ze
nékteré dulezité vlastnosti funkci f,, se pfenesou i na limitni funkci f. Nésledujici véty ilustruji
tfi z téchto vlastnosti. Prvni vétu uvadime i s diikazem a budeme ji pouzivat i pfi feSeni piikladi.
Dalsi dvé véty uvadime pro dalsi ilustraci pojmu stejnomérné konvergence a diikkazy vynechaviame.

2.1 Spojitost limitni funkce

Véta 2.1 (spojitost limitni funkce). Necht {f,}72 je posloupnost funkci spojitijch na intervalu
1, kterd na tomto intervalu stejnomérné konverguje k funkci f. Potom je i funkce [ spojitd na
intervalu 1.

Preformulace a vyznam: Tuto vétu lze chapat tak, Ze ,stejnomérna limita spojitych funkci
je spojita funkce“. Bodova konvergence nam spojitost limitni funkce nezarudi. Tato vlastnost je
zasadni, protoze nam dovoluje pracovat s limitni funkei s jistotou, Ze v ni nevzniknou skoky nebo
jiné nespojitosti, pokud byly ptivodni funkce spojité.

Dikaz. Chceme dokézat, ze funkce f je spojitd v libovolném bodé zy € I. Z definice spojitosti
musime ukazat, Ze pro libovolné € > 0 existuje & > 0 takové, Ze pro vSechna x € I spliujici
|z — xo| < & plati |f(z) — f(zo)] < e.

1. Vyuziti stejnomérné konvergence: Z predpokladu, ze f,, = f na I, vime, Ze k danému
e > 0 (konkrétné k /3 > 0) existuje ng € N takové, ze pro vSechna n > ng a pro vSechna
x € I plati:
€
fnle) = @) < 5.
Zvolme jedno takové pevné n, napiiklad n = ng. Nerovnost tedy plati i pro funkei fp, a
pro vSechny body z intervalu I, véetné xg:
€
o) — (@) < 5
2. Vyuziti spojitosti f,,: Podle predpokladu véty je funkce f,, spojita v bodé z¢. Z definice
jeji spojitosti tedy k naSemu /3 existuje § > 0 takové, Ze pro v8echna x € I spliujici
|z — o] < ¢ plati:

a |fno($0) - f($0)| < %

| fo () = frp (20)] < g



3. Spojeni nerovnosti: Nyni mizeme odhadnout velikost vyrazu | f(z)— f(z¢)| pro « z okoli
bodu zy daného timto 4. Pouzijeme trojuhelnikovou nerovnost:

[f (@) = f(@o)| = [ f(2) = fuo (@) + fro (%) = fro (20) + fro (x0) — f(20)]
< ’f(l‘) - fno(m)’ + |fn0(x) - fno(xO)’ + ’fno(m'O) - f(-%'o)‘

~~

<e/3(z1.) <e/3(z2.) <e/3(z1.)

<tHi4+i=c¢

3 3 3 7
Dokazali jsme, Ze pro libovolné € > 0 existuje § > 0 takové, ze pro |z — x| < 0 plati |f(z) —
f(zo)| < €. Funkce f je tedy spojita v bodé xy. Protoze xy byl libovolny bod z intervalu I, je
funkce f spojita na celém intervalu I. Tim je dikaz hotov. O

Pozndmka 2.2. Podle Véty 2.]] je stejnomérna konvergence f,, = f v okoli bodu z( postacujici
podminkou pro to, aby byla limitni funkce f v bodé& zq spojitéa.

Pokud neni limitni funkce f v bodé x( spojitd a funkce f,, spojité jsou, pak posloupnost
(fn)oe; nemize konvergovat stejnomérné na zadném okoli bodu zg (viz Priklad pro z"
v bodé xg = 1).

2.1.1 Souvislost se zaménou limit

Uvazujme posloupnost funkei (f,,) spojitych v bodé zp € R a bodovou limitu f této posloupnosti
na okoli bodu xg. Budeme zkoumat, za jakych podminek je zaménitelné poradi limit:

1m<mhm}ﬂm@mMm. (1)

n—oo \ T—g T—To \N—00

Pripomenme, ze funkce f je spojitd v bodé xy pravé kdyz ma v tomto bodé limitu rovnu
funkéni hodnoté. Odtud plyne:
lim f,(z) = fn(zo).

T—T0

Dosazenim do levé strany dostaneme

lim ( lim fn(:c)) = nh_)ngo fn(xo).

n—00 <x—>zg

Prava strana je bodova limita v bodé xq, tedy
lim (o) = £(x0).
n—oo
Pro dpravu pravé strany vyuzijeme definici bodové limity f(x) = lim, e frn(2):

lim <lim fn(m)) = lim f(z).

T—To \N—00 T—To

Pozadavek na zaménitelnost limit, tj. rovnost je tedy ekvivalentni vztahu:

f(zo) = lim f(x).

Tr—x0

Tento vztah je nutnou a postacujici podminkou spojitosti limitni funkce f v bodé zg.

Zaveér: Za predpokladu spojitosti funkci f,, v bodé zg rovnost plati pravé kdyz je bo-
dova limita posloupnosti funkei (f,) v bodé xy spojita. Pokud neplati, plyne z véty ze
posloupnost (fy,) na zadném okoli bodu zy nekonverguje stejnomérné.



2.1.2 Resené piiklady k zaméné limit
Nasledujici priklady ukazuji, jak lze predchozi zévér vyuzit k testovani stejnomérné konvergence.

Priklad 2.3 (Dvojné limity se nerovnaji). VySetiete stejnomérnou konvergenci posloupnosti
funkei f,,(z) = 2™ na levém okoli bodu 1 (tj. pro  — 1) pomoci zamény limit.

Reseni: Spocitame obé dvojné limity postupné v obou pofadich:

1. Nejprve limitujeme po z, poté po n: Pro pevné zvolené n € N je funkce f,(z) = ™

spojita na celém R, tedy:
lim z" =1"=1.
z—1—

Nésledné provedeme limitni pfechod pro n — oo:
lim (hm :r”) = lim 1=1.
n—oo \ z—1— n—o0
2. Nejprve limitujeme po n, poté po z: Pro pevné z € (0,1) uréujeme bodovou limitu

posloupnosti f,(z):

lim 2™ = 0.
n—oo

Nésledné provedeme limitni pfechod pro x — 17 z vysledné limitni funkce f(x) = 0:

lim (hm x”) — lim 0=0.

r—1— \n—00 z—1-

Zavér: Porovnanim obou vysledkt dostavame:

lim lim f,(z)=1#0= lim lim f,(z).

n—oo x—1- r—1— N—00
Jelikoz se obé dvojné limity nerovnaji, neni splnéna nutnéd podminka véty o zaméné limit. Z
obménéného tvrzeni plyne, Ze posloupnost f,,(z) = 2™ nekonverguje stejnomérné na zadném
levém okoli bodu 1 (napf. na intervalu (0,1)).

Priklad 2.4 (Dvojné limity se rovnaji). VySetiete chovani dvojnych limit pro posloupnost funkei
fa(2) = 155552 v bodé 2o = 0.

Reseni: Spoc¢itame obé dvojné limity pro z — 0 a n — oo:

1. Nejprve limitujeme po x, poté po n: Pro libovolné pevné n € N vypocteme limitu pro
xz — 0O
. nx n-0
lim = =
e—01+mn222 140

Néasledné provedeme limitni pfechod pro n — oo:

lim <lim m) — lim 0=0.

n—oo \2—0 1 4+ n2x2 n—00

0.

2. Nejprve limitujeme po n, poté po x: Nejprve uré¢ime bodovou limitu pro pevné z € R:

e Proz =0 je f,(0) =0, tedy lim, 0 = 0.

e Pro z # 0 plati lim,, 1;:17“2”332 = 0 (jelikoz jmenovatel roste jako n?, zatimco Citatel
pouze jako n).

Bodova limitni funkce je tedy f(z) = 0 pro vSechna x € R. Nyni spo¢itame limitu pro

x — 0:
lim | lim —% ) = 1im 0 = 0.
7—0 \ n—oo 1 + n2x? z—0



Zavér: V tomto pfipadé plati rovnost obou dvojnych limit:

e 21y () = i 33, Jnl(e) =0
Z rovnosti dvojnych limit vSak nelze nic usoudit o stejnomérné konvergenci. Platnost zamény
limit pfedstavuje pro stejnomérnou konvergenci pouze nutnou, nikoli postacujici podminku.
V kapitole [4] (Ilustrativni piiklady s grafy, viz ¢ast je ukédzano, ze tato posloupnost na
okoli nuly nekonverguje stejnomérné (lokalni maxima funkei v bodech z,, = % maji konstantni
vysku f, (%) = %, coz brani stejnomérné konvergenci k nulové funkei).

2.2 Zaména limity a integralu

Véta 2.5. Necht {f,}22, je posloupnost funkci integrovatelnych na intervalu [a,b], kterd na
tomto intervalu stejnomérné konverguje k funkci f. Potom je i funkce f integrovatelnd na |a,b]
a plati:

lim bfn(x) dx = /ab (nh—{go fn(x)> dr = /ab f(x)dx.

n—oo a

Pieformulace a vyznam: Véta iika, Ze pii stejnomérné konvergenci miZzeme vymeénit poradi
operéatort limity a integralu. Tedy limita integrala je rovna integralu z limity. To nam extrémné
zjednodusuje vypocty, protoZze ¢asto je mnohem snazsi zintegrovat jiz zlimitovanou, a tedy jed-
nodussi, funkci f neZ pocitat integraly slozitych funkci f,, a z vysledku pak délat limitu.

2.3 Zaména limity a derivace

Véta 2.6. Necht {fn}>2 je posloupnost funkci, které maji na otevieném intervalu I vlastni
derivaci. Necht ddle plati:

1. Posloupnost { fn}o2, konverguje alespori v jednom bodé zo € I.

o0

2. Posloupnost derivaci {f},}°2, konverguje stejnomérné na I k funkci g.

Potom posloupnost { fn}°2 1 konverguje stejnomérné na I k néjaké funkci f, kterd md na I deri-
vaci, a plati f' = g. Tedy:

(lim fn(x))/: lim f/(z).

n—oo n—oo

Preformulace a vyznam: Podobné jako u integralu, i zde muzeme za urc¢itych podminek za-
ménit poradi limity a derivace. Podminky jsou zde ale prisnéjsi: nestaci stejnomérné konvergence
puvodni posloupnosti f,,, ale musime pozadovat stejnomérnou konvergenci posloupnosti derivaci
f1. Véta nam pak zarucuje, ze derivace limitni funkce je to samé, co limita posloupnosti derivaci.

2.3.1 Souvislost se zaménou limit

Derivace funkce v bodé xg je z definice sama o sobé& limitou diferené¢niho podilu:

Fan) — tim T@) =),

T—TQ T — X0
Vyjadiime-li obé strany rovnosti ze zdmény limity a derivace pomoci definice derivace, ziskdme:

e Limita z derivaci (prava strana):

nlg{)l@fé(m) = lim (hm M)

n—oo T—T0 T — {L‘O



e Derivace limity (leva strana): Pro limitni funkci f(x) = lim, oo fn(x) plati:

(nliﬂgofn@))'(mo) — Fle) = lim T@ @) <nm f<w>—f<wo>)

T—T0 T — X T—To \ N—00 xr — X

Definujeme-li pomocnou posloupnost diferen¢nich podilt g, (z) = %ﬂ;(m

pro zadménu limity a derivace do tvaru:

, pfechéazi vztah

lim ( lim gn(x)> = lim < lim gn(:n)> .
T—rT0 n—oo n—oo T—rT0

Otéazka zaménitelnosti limity a derivace je tedy piimou aplikaci zaménitelnosti dvou limitnich
prechodi (limity podle n a limity podle x), jak byla popséana v podsekei 5.1.1. K tomu, aby byla
tato zadména korektni, je nutné zarucit stejnomérnou konvergenci posloupnosti diferen¢nich podila
gn(z), coz v praxi zajistuje pfedpoklad stejnomérné konvergence posloupnosti derivaci {f},}°° ;.

Vétu tedy dokazeme pomoci véty a Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté, kterd nam
umozni vyjadrit diferen¢ni podil pomoci derivace.

3 Jak zjistovat stejnomérnou konvergenci

Zatimco bodovou konvergenci ovéfime ,jednoduse” vypoctem limity posloupnosti {f ()}

pro pevné z, pro stejnomérnou konvergenci potiebujeme silnéjsi nastroje. Nasledujici véty jsou
klicové.

3.1 Nutna podminka (bodova konvergence)

Z definice je zfejmé, ze pokud posloupnost { f,}°2; konverguje k f na M stejnomérné, pak k ni
na M konverguje i bodové. Pokud tedy posloupnost nekonverguje bodové, nemuze konvergovat
ani stejnomérné. Prvnim krokem je tedy vzdy nalezeni bodové limity.

3.2 Nutna a postacujici podminka (supremové kritérium)

Posloupnost funkei { f,, }22; konverguje stejnomérné k funkei f na mnoziné M pravé tehdy, kdyz
plati:
lim <sup | fr(z) — f(a:)|) =0.

zeM

n—o0

Preformulace a vyznam: Prakticky to znamené, Ze pro kazdé n najdeme nejvétsi ,svislou
vzdalenost mezi grafy funkci f,, a f na celé mnoziné M. Tuto maximalni odchylku oznac¢ime

op = sup [ fo(x) — f ()]

zeM

Konvergence je stejnomérna pravé kdyz ma tato posloupnost maximaélnich odchylek {o,}72
nulovou limitu.

3.3 Nutna podminka stejnomérné konvergence (spojitost limitni funkce)

Véta 3.1 (Nutna podminka stejnomérné konvergence). Necht {f,}>2 je posloupnost funkci spo-
Jitgch na intervalu I (pFipadné na mnoziné M C R), kterd na I konverguje bodové k funkci f. Je-li
limitnt funkce f nespojitd v alespofi jednom bodé xo € I, pak posloupnost {f,}5°; nekonverguje
k f stejnomeérné na I.



Diikaz. Dikaz provedeme sporem (resp. obménou Véty . Predpokladejme, Ze posloupnost
{fn}>2, konverguje k f na intervalu I stejnomérné. Jelikoz jsou vSechny funkce f,, podle pred-
pokladu spojité na I, podle Véty (o spojitosti limitni funkce) musi byt i limitni funkce f
spojita na celém intervalu I, a tedy i v bodé xg.

To je vSak v rozporu s predpokladem, Ze funkce f je v bodé zg nespojita. Z tohoto sporu
plyne, Ze posloupnost {f,,}°2; nemuZe na intervalu I konvergovat stejnomérné. O

3.4 Resené piiklady

(e 9]

Vyse formulované podminky pouzijeme ke zjisténi, zda zadana posloupnost funkei {f,(x)}o

konverguje stejnomérné na zadaném intervalu 1.

1. fa(x) =2 —2a" I=10,0.9]
Reseni:
(a) Bodova limita: Pro kazdé = € [0,0.9] je lim,_o 2™ = 0. Bodovou limitou je tedy
funkce f(z) = =.

(b) Supremové kritérium: Zkoumame odchylku
gn(x) = [fn(z) = f(2)] = |(z — ") — x| = 2"

Chceme ur¢it supremum g, (z) na intervalu I. ProtoZe je pro kazdé n funkce g,, inter-
valu [0, 0.9] rostouci, nabyva tedy svého maxima v pravém krajnim bodé z = 0.9, a
tedy
o= sup |ful@) — f()] = gn(0.9) = 0.9".
x€[0;0,9]

(¢) Zavér: Uréime limitu posloupnosti odchylek:

lim o, = lim 0.9" = 0.
n—oo n—o0

Podle supremového kritéria posloupnost funkei { f,, }°° ; konverguje stejnomérné k funkci
f(z) = x na intervalu I = [0,0.9].

(a) Bodova limita: Uréime bodovou limitu f(z) = lim, o fn(z) pro pevné zvolena
x €[0,1]:

e Proz €[0,1) je limy, oo 2™ =0, tedy f(x) =

e Prox=1je fo(1) =1—-1" =0, tedy f(1)

Bodovou limitou je funkce:

r—0=uwx.
0.

_Jx proze|0,1),
J(@) = {O pro z = 1.

(b) Supremové kritérium: Sledujeme velikost odchylky g, (z) = | fn(z) — f(2)]:
e Proz €[0,1) plati g,(x) = |(z — 2") — 2| = | — 2"| = 2™
e Pro z =1 plati ¢,(1) = |0 — 0| = 0.
Funkce g,(x) = 2™ je na [0,1) rostouci, takze jeji supremum se nachazi v pravém
hrani¢nim bodé:

op = sup |fu(z)— f(z)] = sup 2" = lim z" = 1.
z€[0,1] z€[0,1) z—1—



(¢) Zaveér: Pro posloupnost maximalnich odchylek plati lim,, o 0y, = limy, 500 1 = 1 # 0.
Posloupnost {f,}5° ; nekonverguje na I = [0, 1] stejnomérné.
(d) Alternativni postup (vyuziti nespojitosti limitni funkce): Vsechny ¢leny po-
sloupnosti f,(z) = z — 2™ jsou polynomy, a tedy funkce spojité na celém intervalu
I = [0,1]. Bodova limita f(x) ziskana v kroku (a) je v8ak v bodé x = 1 nespojité4,
nebot:
lim f(z)= lim x=1#0= f(1).
z—1—

z—1—
Podle Véty nemuze posloupnost spojitych funkci stejnomérné konvergovat k ne-
spojité limitni funkci. Odtud rovnou plyne, Ze posloupnost { f,}°2; nekonverguje na
I =0, 1] stejnomé&rné.

3. fu(z) = arctg(nz), I = (0,00)
Reseni:

(a) Bodova limita: Pro libovolné pevné x > 0 plati lim,,_,oo nz = 400, z ¢ehoz dosté-
vame:

f(z) = li_)m arctg(nz) = % pro v8echna z € (0, 00).

(b) Supremové kritérium: Uréime rozdil f(z) — fn.(x) = § — arctg(nz). Jelikoz plati

arctg(nz) < 5 pro viechna = > 0, je tento rozdil kladny, a odchylka je piimo

gn(x) = T_ arctg(n)

2
Monotonii odchylky g, ovéfime bud tvahou o monotonii sloZené funkce, nebo pomoci
derivace: n
/ v
) =————5 <0 pro vSechna z € (0,00).
(@) =~ <0 b (0, 0)

Derivace je zaporné, coz znamena, ze odchylka g,(z) je na intervalu (0, co) klesajici.
Supremum se proto nachézi v levém hrani¢nim bodé pro z — 07:
T

(5 — arctg(na)) = tim (7 - arctg(na)) = 7 0
Oy = su — — arc nr = 1m — — arc nr = = — = —.
" o) \2 & o0+ \ 2 & 2 2

(¢) Zavér: Limita posloupnosti maximalnich odchylek je:

. . ™ ™
B3 =370

Posloupnost funkei { f,,}72; nekonverguje na I = (0, 00) stejnomérné.

Poznamka k metodam vypoctu: K vySetieni stejnomérné konvergence jsme v prikladech
vyuzili dvé rizné metody:

1. Supremové kritérium: Jedna se o obecny néastroj pouzity v pfikladech 1, 2 a 3. K
vypoctu suprema jsme vyuZzili monotonii odchylkové funkce g,(x) = |fn(z) — f(x)]. K
vypoctu suprema jsme pak pouzili monotonii funkce, ze které plyne, Ze funkce nabyva
suprema v krajnim bodé.

2. Nutna podminka stejnomérné konvergence: V piipadé nespojité limitni funkce (P¥i-
klad 2) jsme v alternativnim postupu pouzili nutnou podminku stejnomérné konvergence.
JelikoZ jsou funkce f, spojité, ale limitni funkce f je nespojité, byla stejnomérné konver-
gence piimo vylouc¢ena bez nutnosti vypoctu suprema odchylek.



4 TIlustrativni priklady s grafy
Nasledujici priklady ukazuji rozdil mezi bodovou a stejnomérnou konvergenci.

n

4.1 Priklad 1: Ztrata spojitosti u posloupnosti f,(z) =«
Uvazujme posloupnost funkei f,,(z) = 2™ na intervalu I = [0, 1].

e Bodova limita:

flx) = nh_)n(f)lox =

0 proz€|0,1),
1 proz=1.

Vsechny funkce f,, jsou spojité na [0, 1], av8ak limitni funkéni hodnota v bodé x =1 je 1,
zatimco limita zleva je 0. JelikoZz limitni funkce f je nespojitd v bodé x = 1, konvergence
nemuze byt stejnomérné na [0, 1].

e Stejnomérnost na podintervalu: Pokud zvolime K = [0,b0] pro 0 < b < 1, pak o, =
Supgejop 2" — 0] = 8" — 0. Na intervalu [0, b] konvergence je stejnomérn.

Obréazek 1: Konvergence posloupnosti f,(x) = 2™ na intervalu [0, 1]. PfestoZe jsou vSechny ¢leny
fn spojité, bodova limita f(z) je nespojita v o = 1.

4.2 Ptiklad 2: Putujici hrb f,(7) = 22

1+n2z?

2nx
1+n222

UvaZzujme posloupnost f,(z) = na intervalu I = [0, 1].

e Bodova limita: Pro x = 0 plati f,(0) = 0. Pro x > 0 plati:

22

m -——-—— = lim —2%— =0.
n—oo 1 +n2x2 nooo #—l—x2

2nzx
Tedy bodova limita je identicky nulova funkce f(x) = 0 na [0, 1]. Limitni funkce f je sice
spojita, ale:

e Test stejnomérné konvergence: Spoctéme extremalni hodnoty f,(z) pomoci derivace:

2n(1 — n?z?)

1
e 0T

falx) =

2

151 = 1. Odtud vypocteme

Maximum nastava v bodé z, = 1 a jeho hodnota je f, (1) =
supremum:

op = sup |fu(z)—0] =1
z€[0,1]
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Jelikoz limy, ,o0 0, = 1 # 0, posloupnost nekonverguje stejnomérné k nulové funkci na
intervalu [0, 1].

Obrazek 2: Graf posloupnosti f(z) = 5 f:wa Maximum funkce méa pro kazdé n hodnotu 1,
ale jeho poloha z,, = % se blizi k poc¢atku. Bodova limita je nulové, avSak konvergence neni

stejnomeérna.

4.3 Priklad 3: NarusSeni stejnomérné konvergence v okoli pocatku u f,(z) =
arctg(nx)

Uvazujme posloupnost f,,(z) = arctg(nz) na intervalu I = (0, c0).

e Bodova limita: Pro kazdé pevné x > 0 plati lim,,_.,, nx = +00, z ¢ehoz dostavame:

n—oo

f(z) = lim arctg(nz) = g

Bodova limita je tedy konstantni funkce f(x) = 5 na celém intervalu (0, 00).

o Test stejnomérné konvergence: Urcéime supremum odchylky f,, od limitni funkce f.
Jelikoz je funkce arctg(nx) na (0,00) rostouci, je rozdil § — arctg(nx) klesajici a svého
suprema nabyva v levém krajnim bodé x — 0T:

= sup |arctg(nz)— == li (— — arctg( )) =—
g u I nx 11m T nx .
" 2€(0,00) 2 z—0 2 2

Jelikoz lim;, o0 0 = § # 0, posloupnost nekonverguje stejnomérné k limitni funkci f(x) =

§ na intervalu (0, co).

Obrazek 3: Graf posloupnosti fy,(z) = arctg(nz) na intervalu (0, 00). Pro rostouci n se funkce
strméji zvedd k hodnoté 7, aviak v libovolné tésném pravém okoli pocatku ztistava maximalni

odchylka od limitni funkce neustale rovna 7.

11



5 Zavér

Stejnomérna konvergence je dilezitym konceptem matematické analyzy, ktery zarucuje, ze limita
posloupnosti spojitych funkci je spojita funkce a Ze je mozné zaménovat poradi limity a integralu
¢i derivace.

Pii ovéFovani stejnomérné konvergence v praxi pouzijeme bud vySetfeni suprema odchylky
on = Supgenr | fn(z) — f(z)| (viz priklady v [3.4)) nebo vétu o spojitosti limitni funkce (viz

v

vypocet, pouziti véty je jednodus$si, ale miZeme ji pouzit jen v pripadé, Ze limitni funkce neni
spojita. Doporucujeme tedy studenttim ovladnout oba néstroje.
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