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1 Zakladni pojmy

1.1 Konvergence a stejnomérna konvergence rady funkci

vvvvvv

sich funkei (napfiklad polynomi). V této kapitole zobecnime pojem ¢iselné fady na posloupnosti
a Fady funkei.

Definice 1.1 (Posloupnost a fada funkei). Necht I C R je interval a {f,}22, je posloupnost
funkci definovanych na 1.

e Nekonecény soucet funkci

D falx) = fol@) + fi(z) + falz) + ...
n=0



nazyvame fadou funkci na I.

e Pro kazdé k € Ny definujeme k-ty Casteény soucet rady funkei jako funkci
k
sp() = folz).
n=0

Zkoumani konvergence fady funkci v daném bodé x € I pievadi problém na konvergenci
klasické ¢iselné fady > fn(x). Dle toho, jakym zptsobem konvergence probiha na celém intervalu
1, rozlisujeme bodovou a stejnomérnou konvergenci.

Definice 1.2 (Bodova konvergence).

e Rekneme, Ze posloupnost funkef {fn} konverguje bodové k funkci f na intervalu I (pi-
Seme f, — f na I), jestlize pro kazdé x € I plati

lim fn(z) = f(2),

n—o0

tj. Ve € IVe > 03ng e NVn > ng : |fu(x) — f(2)] < e.

e Rada funkef Y o2 fu(z) konverguje bodové k funkci s(x) na I (piSeme Y f, = sna I),
jestlize posloupnost jejich ¢asteénych souctu {si(z)} konverguje bodové k s(z) na I.

U bodové konvergence miuze volba indexu ng zaviset nejen na €, ale i na konkrétnim bodu z.
Silnéjsim pojmem, ktery zaruc¢uje zachovani mnoha dobrych vlastnosti (jako je spojitost souctu),
je stejnomérna konvergence, kde ng zavisi pouze na €.

Definice 1.3 (Stejnomérna konvergence).

e Rekneme, Ze posloupnost funkei {fn} konverguje stejnomé&rné k funkci f na intervalu
I (piseme f, = f na I), jestlize

Ve>03ng e NVn>noVe e l:|fu(x)— f(x)] <e,

coz je ekvivalentni podmince lim,, o (Sup,cy | fn(x) — f(z)]) = 0.

e Rada funkef >0 o fu(z) konverguje stejnomérneé k souctu s(x) na I (piSeme Y fr, =X s
na I), jestliZe posloupnost ¢asteénych souctii {si(x)} konverguje stejnomérné k s(z) na I.

1.2 Mocninné rady
Definice 1.4 (Mocninna fada, jeji stfed, koeficienty, ¢leny). Necht {a,} 2 je posloupnost re-
alnych cisel a g je realné ¢islo. Pak fada

(e}

Zan(x —x0)" =ap+ a1(z — x0) + az(x — 930)2 +...

n=0

se nazyvad mocninna fada. Cislo g nazyvame stfedem této mocninné rady, ¢isla a, jejimi
koeficienty, vyrazy an(z — x¢)" nazyvame ¢leny mocninné fady.



2 Polomér konvergence mocninnych rad

Zakladni otazkou pii praci s mocninnymi fadami je, pro které hodnoty proménné x dané tfada
konverguje. Mnozina vSech takovych x se nazyva obor konvergence.

Ukazuje se, ze obor konvergence mocninné fady ma vzdy symetrickou strukturu kolem svého
stfedu. Tuto vlastnost formalné popisuje nasledujici klicovéa véta.

Véta 2.1 (O poloméru konvergence). Pro kaZdou mocninnou Fadu Y .2 o an(x — o)™ existuje

pravé jedno ¢islo R € [0, 00|, nazgvané polomeér konvergence, takové, Ze:
e fada absolutné konverguje pro kaZdé x, které spliiuje |x — xo| < R.
e iada diverguje pro kaZdé x, které spliiuje |z — xo| > R.

V piipadech, kdy |z —xo| = R (tzv. krajni body intervalu konvergence), nelze o konvergenci obecné
rozhodnout.

Kli¢ova myslenka, na niz jsou postaveny nasledujici ditkazy, je zalozena na porovnévani veli-
kosti ¢lenu rady. Intuitivné plati, Ze pokud mocninna fada konverguje v néjakém bodé x;, pak
pro jakykoliv bod z, ktery lezi ke st¥edu zg blize nez x; (tedy |z — xo| < |x1 — x¢|), jsou Eleny
|an (z—x0)™| mensi nez ¢leny |ay, (x1 —x0)"|. Konvergence v bodé x; si vynucuje uréitou ,kontrolu*
nad velikosti koeficientii a,,, kterd je vice nez dostatecna pro zaruceni (absolutni) konvergence
v bliz§im bodé z. Naopak, pokud fada v n&jakém bodé diverguje, pro vSechny body, které jsou
od stfedu jesté dal, budou ¢leny fady v absolutni hodnoté jen nartstat, a proto tam rfada také
diverguje. Timto zptisobem vzniké interval konvergence.

|z1 — @0

|z — 20|

® ® ® > T
Zo x T

Diikaz. Pro zjednoduSeni uvazujme fadu se stiedem v bodé xp = 0, tedy > a,z™. Zobecnéni pro
libovolné zg je trivialni.
Definujme mnozinu M jako:

M = {r € ]0,00) | posloupnost {|a,r"|},—q je omezena}

Mnozina M je zjevné neprazdné, protoze vzdy obsahuje 0. Nyni definujme polomér konvergence

R jako supremum této mnoziny:
R=supM

Musime rozlisit dva piipady. Pokud mnozina M neni shora omezené, klademe R = oco. Pokud
je omezend, R je konecné nezaporné ¢islo. Nyni dokédZeme, Ze takto definované R ma vlastnosti
uvedené ve vete.

1. Konvergence pro |z| < R

Zvolme libovolné = takové, Ze |x| < R. ProtoZze |z| je mensi neZ supremum mnoziny M,
musi existovat néjaké ¢islo r; € M takové, ze |x| < r; < R.

R

™

|z — 20|

SN J
<
-
e

o —



Z definice mnoziny M vime, Ze jelikoz r1 € M, posloupnost {|a,77|} je omezena. Existuje
tedy konstanta K > 0 takové, Zze pro vSechna n plati:

lanrt] < K

Nyni upravme obecny ¢len nasi fady v bodé x:
n

<K-

n n

X
n
anTy - -
1

xT

|ana"| =
r1

x
— nL|
= |anry| ’r

z
T1

Oznacme ¢ = . Jelikoz jsme zvolili |z| < rq1, plati, ze 0 < ¢ < 1.

Rada Yol o K -q" je geometricka fada s kvocientem ¢ < 1, a je tedy konvergentni. Protoze
pro vSechna n plati |a,2"| < Kq¢", fada ) a,a™ konverguje absolutné podle srovnavaciho
kritéria.

2. Divergence pro |z| > R

Zvolme libovolné x takové, ze |z| > R. Oznacme |z| = r. Jelikoz r > R = sup M, &islo r
nemiuze lezet v mnoziné M.

Podle definice mnoZiny M to znamen4, Ze posloupnost {|a,r"|} = {|a,2"|} neni omezena.
Pokud ale posloupnost ¢lent fady {a,x™} neni omezené, nemuze platit, ze lim,,_, oo apz™ =
0. Nebyla tedy splnéna nutnd podminka konvergence fady. Z toho plyne, 7Ze fada ) a,z"
diverguje.

Tim je existence a vlastnosti poloméru konvergence R dokazéana. OJ

2.1 Vzorec pro vypocet poloméru konvergence mocninné rady

Polomér konvergence R mocninné fady > an(z—2x0)"™ 1ze ur¢it pomoci koeficienti a,, pouzitim
vzorce odvozeném v nésledujici vété.

Véta 2.2 (Vypocet poloméru konvergence). Pokud existuje limita lim, ’aiﬁ

konvergence R mocninné fady ;" o an(x — x0)" je roven této limite. Tedy je ddan vztahem:

, pak polomér

R = lim an

n—o0

(1)

Diikaz. Odvozeni vzorce vychazi z podilového (d’Alembertova) kritéria pro konvergenci ¢iselnych
fad. Uvazujme mocninnou fadu ) 7 an(x — 20)". Aplikaci podilového kritéria na tuto fadu
zkoumame limitu:

An+41

_ n+1
L(z) = lim n (& = Z)
n—00 ap, (x — xo)”
Tuto limitu miZeme upravit:
. n+1
L(z) = lim ani1 | | (z=20) = lim |2 |z — xo
n—oo | G (.T} — .’L'())n n—00 | Qp

~ 1 An+1
Oznac¢me L = lim,,_, ’ o

. Potom L(z) = L - |z — x|
Podle podilového kritéria fada konverguje, pokud je L(z) < 1, a diverguje, pokud je L(x) > 1.
V prvnim piipadé dostavame:

n

1
L -|lz—x| <]l = |x—m0|<z

Z tohoto vztahu vidime, Ze fada konverguje pro vSechna x v otevieném intervalu (kruhu) se
stfedem xg a polomérem R = % Naopak, pokud je L(z) > 1, fada diverguje, coz odpovida
bodim, pro které plati |x — z¢| > % Z véty o limité podilu pak dostaneme R = 1/L.

Tim jsme odvodili vzorec pro polomér konvergence R za predpokladu, Ze limita L existuje a
plati L € (0,00). Rozmyslete si, ze véta plati i v pfipadech L =0 a L = oc. O



2.2 Resené piiklady

Zde najde ¢tenar priklady na pouziti vzorce pro vypocet poloméru konvergence. Dalsi FeSené
piiklady na polomér a obor konvergence najde ¢tenér v kapitole

Piiklad 2.3. Urcete polomér konvergence nasledujicich mocninnych rad:
LY a”
2. 3050

e8] n,.n
Reseni:

1. Koeficienty jsou a,, = 1. Vypoc¢teme limitu podle vzorce :

R = lim ‘1' =1
n—00

Jedna se o geometrickou Fadu, ktera konverguje pravé na intervalu (—1,1).
2. Koeficienty jsou a, = % Vypocteme limitu:

1

1)!
n! :limw:hm(n—l—l):oo.

n—oo n! n—00

R = lim

n—oo

(n+1)!

Tato fada konverguje pro vSechna x € R.

3. Koeficienty jsou a, = n". Limita podilu dava:

1 " 1
m (-2) =0.Z=o0.
n+1 n+1 e

i
n— o0

n

. n
R: llm m

n—oo

Tato fada konverguje pouze ve svém stiedu x = 0.

3 Lokalni stejnomérna konvergence mocninnych rad

Kromé bodové konvergence uvnitt intervalu konvergence maji mocninné fady i silnéjsi vliastnost
— konverguji zde lokalné stejnomérné. To ma zasadni dusledky, napfiklad to, Ze soucet mocninné
fady je na intervalu konvergence spojita funkce.

Véta 3.1 (O lokalné stejnomérné konvergenci). Necht md mocninnd Fada Y > an(x — x0)"
polomeér konvergence R > 0. Pak tato Tada konverguje lokdlné€ stejnomérné na otevieném
intervalu (xg— R, z9+ R). To znamend, Ze pro kaZdy uzavieny podinterval [c,d] C (xo— R,xo+ R)
fada na tomto podintervalu konverguje stejnomérné.

Diikaz. Méjme fadu Y a,(x — x¢)™ s polomérem konvergence R > 0. Zvolme libovolny uzavieny
interval [c, d], ktery je cely obsaZen v intervalu konvergence (zg — R, xg + R).
Definujme ¢islo p jako maximalni vzdalenost bodu z intervalu [e, d] od st¥edu zo:

p = max{|c — x|, |d — zo|}

Protoze interval [c, d] je uzavieny a lezi striktné uvnit¥ (z¢9 — R, zo + R), musi platit p < R.
Pro libovolné z € [c, d] plati nerovnost |z — zg| < p. Mizeme tedy odhadnout velikost ¢lent
nasi fady:
|an(z — 20)"| = |an||z — 20" < |an|p"



Tato nerovnost plati pro vSechna x € [c, d].

Nyni uvazujme ¢iselnou fadu Y 07 |an|p". Jelikoz p < R, z véty o poloméru konvergence
vime, Ze mocninné fada > a,(x — xg)" v bodé x = xg + p absolutné konverguje. To znamena,
ze Ciselna fada > |an((zo + p) — x0)"™| = >_ |an|p™ je konvergentni. Oznaéme M,, = |a,|p™. Nasli
jsme tedy konvergentni ¢iselnou fadu ) | M,,, ktera je majorantou k nasi funkéni fadé na intervalu
e, d].

Piipomenme, Ze fada funkei > 7 ) fn(x) konverguje stejnomérné k sou¢tu s(z) na intervalu
I, pravé kdyz posloupnost jejich ¢astecnych souctii si(z) = Zﬁ:a fn(z) konverguje stejnomérné
k s(z). To je ekvivalentni podmince, Ze posloupnost zbytkii po k-tém ¢lenu, definovana jako rozdil
souctu a ¢astecného souctu Ry () = s(x)—sp(x) = > 02,1 fa(®), konverguje stejnomérné k nule.
Podminka pro stejnomérnou konvergenci je tedy:

lim <Sup |s(z) — Sk(iﬂ)|>

k—oo \ zeJ

lim <suka(:L‘)|> =0

- k—o00 \ zeJ

V nasem piipadé je fn(z) = an(x — x¢)"™. Pro zbytek Ri(x) na intervalu [c, d] miZeme provést
nésledujici odhad:

o0 o0
sup |Rg(x)] = sup Z an(z —x0)"| < sup Z |an(z — x0)"|
z€lc,d] z€[e,d] n—k-+1 z€[e,d] n=k+1

Prvni nerovnost v tomto odhadu je disledkem trojahelnikové nerovnosti. Pro kazdy koneény
soucet plati Zg:k-u fn(x)‘ < ny:kﬂ | fn(x)|. Limitnim pfechodem N — oo se tato nerovnost

prenese i na nekonecné rfady. Vlastnost suprema pak tuto nerovnost zachovava i po jeho aplikaci
na obé strany.
V odhadu dale pokrac¢ujeme:

00 oo 0
sup Y an(z —x0)"[ < Y Jalp" = Y M,
z€le,d] n=k+1 n=k+1 n=k+1

Protoze ¢iselna fada > M, konverguje, jeji zbytek Zflo:kﬂ M, musi jit k nule pro £k — oo.
Jelikoz sup | Ry ()| je nezaporné a shora omezené posloupnosti jdouci k nule, musi jit také k nule
(pouzijeme vétu o seviené posloupnosti). Tim je supremova podminka splnéna.

Tento postup, kdy nalezneme konvergentni ¢iselnou majorantu a z ni odvodime splnéni supre-
mové podminky, je znAmy jako Weierstrasstiv M-test. Dokézali jsme tedy, Ze fada konverguje
na intervalu [c, d] stejnomérné.

JelikoZ jsme tento postup mohli provést pro libovolny uzavieny podinterval [c,d] intervalu
konvergence, dokazali jsme, ze konvergence je na (zg — R, zo + R) lokalné stejnomérna. O

4 Spojitost souc¢tu mocninné rady

Vyznamnym diisledkem lokalné stejnomérné konvergence mocninné fady je spojitost jejiho souétu.

Véta 4.1 (O spojitosti souc¢tu mocninné fady). Necht mocninnd Fada f(z) = 07 o an(z —x0)"
md polomeér konvergence R > 0. Potom jeji soucet f(x) je spojitd funkce na otevieném intervalu
(270 — R, xo+ R)

Diikaz. Mocniny f,(x) = an(z — x¢)™ jsou jakoZto polynomy spojité funkce na celém R.
Zvolme libovolny bod z* € (xg— R, zo+ R). VZdy muzeme najit takovy uzavieny podinterval
[c,d], ktery obsahuje z* ve svém vnitiku a spliuje [c,d] C (xg — R,z9 + R) (napf. zvolime
[zo — p, xo + p] pro |z* — x0| < p < R).
Podle véty o lokalné stejnomérné konvergenci konverguje fada » -~ a,(z — )" stejnomérné
na intervalu [c, d]. Z véty z matematické analyzy o spojitosti souctu stejnomérné konvergentni



fady spojitych funkci plyne, Ze souc¢tova funkce f(x) je spojita na intervalu [c, d], a tedy i v bodé

x*

Jelikoz byl bod z* € (xg — R, z¢ + R) zvolen libovolné, je funkce f(x) spojita v kazdém bodé
intervalu (zg — R, zo + R), coz dokon¢uje dukaz. O

5 Derivace a integrace mocninné rady c¢len po ¢lenu

Jednou z nejdulezitéjsich vlastnosti mocninnych fad je moznost derivovat je a integrovat ,,¢len po
¢lenu“, podobné jako polynomy. Stejnomérné konvergence zarucuje, ze tyto operace jsou korektni
a ze vysledné rfada ma stejny polomér konvergence.

5.1 Derivace mocninné rady ¢len po ¢lenu

Véta 5.1 (Derivace mocninné fady ¢len po ¢lenu). Necht mocninnd fada f(x) = > 7 an(x —
x0)™ md polomeér konvergence R > 0. Potom soucet této Fady je funkce, kterd md na intervalu
(xo — R, xo+ R) derivace vSech Fddi. Jeji proni derivaci f'(x) ziskame derivovdnim Tady clen po

clenu:
flz) = (Z an(z — 1:0)"> = Z nan (z — )" !
n=0 n=1

Tato novd mocninnd fada md stejng polomér konvergence R.

5.2 Priklad: Vypocet souctu rady
N N - s~ oo n
Urcete soucet mocninné fady ) ° | na"™.
ReSeni: Vsimneme si, Ze koeficienty a, = n jsou podobné tém, které vznikaji pfi derivovani.
Vyjdeme proto ze znamé geometrické rady, jejiz soucet umime vyjadiit v explicitnim tvaru.

> 1
fla)y=) a"=1—
n=0

Tento vztah plati pro |z| < 1, tedy polomér konvergence této fady je R = 1.
Podle véty o derivaci fady ¢len po ¢lenu muzeme obé strany rovnice zderivovat.

Soucasné zderivujeme fadu ¢len po ¢lenu:

o / o
Fe= (3] = 3w
n=0 n=1
Dostali jsme tak rovnost:

= 1
E nz" = _———_  prolz|<1
(1—x)?

n=1

Nasim cilem je vSak najit soucet fady >, na™. Tuto fadu ziskdme z predchoziho vysledku
vynésobenim celé rovnice proménnou z:

o0 (o0}
- g na" ! = E nx”
n=1 n=1



Provedeme-li totéz na pravé strané rovnice, dostaneme hledany soucet:

an 1—33)2

Tento vztah plati na ptivodnim intervalu konvergence, tedy pro x € (—1,1).

5.3 Integrace mocninné rady ¢len po ¢lenu

Véta 5.2 (Integrace mocninné fady ¢len po ¢lenu). Necht mocninnd fada f(x) = > 2 an(x —
xo)" md polomér konvergence R > 0. Potom funkce f(x) md na intervalu (ro — R,z + R)
primitiond funkci F(x), kterou lze ziskat integract Tady clen po clenu:

_ /f(x) dz =

Tato novd mocninnd Tada md stejnyg polomeér konvergence R. Pro urcité integrdly v intervalu
konvergence pak pro vSechna x € (xog — R, zo + R) plati:

/xof(t)dt:;

Dikaz. Dukaz provedeme ve dvou krocich: nejprve ovéfime polomér konvergence integrované
fady a nasledné pouzijeme vétu o derivaci ¢len po Clenu.

:Eo)n+1, CeR

n+1

a 1(mfxo)

1. Uvazujme integrovanou mocninnou fadu g(x) = Y7 (v — 7)™ 1. Oznaéme jeji koe-

ficienty bpy1 = 5 +1 Predpokladejme existence limity pro R = limy,, o |apn/an+1| (tady si
dukaz zjednoduSujeme; v pripadé, Ze limita neexistuje je tieba dokazovat jinak). Vypoci-
tejme polomér konvergence R’ integrované fady:

an
Qnp

bn+1 n+ 2
- lim

n—)oon—|—1

= lim

n—o0

= lim

n—o0

R = lim

n—oo

=R-1=R.

+
an+1
bry2 n+2 an+1

Integrovana fada ma tedy presné stejny polomér konvergence R.

2. Jelikoz g(x) je mocninna fada s polomérem konvergence R > 0, miZeme na ni pouzit
predchozi vétu o derivaci mocninné fady ¢len po ¢lenu na intervalu (zg — R, xg + R):

9/(93):<nzzonﬁl1($—930)n+l> :nzzoncfitl'(nle =) Zanx z0)" = f(@).

Funkce g(z) je tedy primitivni funkei k f(z) na (xg — R,z9 + R). Odtud dostavame tvar
pro neurcity integral F(z) = g(z) + C.

Pro urdity integral podle Newtonovy—Leibnizovy formule plati:

oo o0

/xf<t> dt = g(z) — g(z0) = Z ncibl(x —z0)"t 0= Z nﬁll(ﬂf — )"

n=0 n=

Tim je véta dokazana. O

Pozndmka 5.3. V kapitole [6.1] vétu o integraci mocninné fady ¢len po ¢lenu pouZzijeme k odvozent
Taylorovych fad funkci logaritmus a arkustangens.



6 Taylorovy rady

Pokud méa dané funkce f derivace vSech radi, mazeme k ni prirozenym zptsobem prifadit moc-
ninnou fadu, jejiz koeficienty zavisi na hodnotach derivaci f v jediném bodé.

Definice 6.1 (Taylorova fada). Necht funkce f ma v bodé xo derivace viech fadii. Radu

f"(xo)
2!

2

(x —x0) + ...

0 4(n) (4
Tyta) =3 0 (0 = (o) + F (o) (@ — o) +

nazyvame Taylorovou fadou funkce f se stfedem v bodé xg.

Pozndmka 6.2. Protoze Taylorova rfada je mocninna rada, vztahuji se na ni vSechna predchozi
tvrzeni: uvnit¥ svého intervalu konvergence konverguje lokdlné stejnomérné a lze ji derivovat i
integrovat ¢len po ¢lenu.

Jako bezprostiedni disledek moznosti derivovat mocninnou fadu ¢len po ¢lenu dostadvame
nésledujici tvrzeni, které popisuje jednoznacnost rozvoje funkce do mocninné rady.

Véta 6.3 (Taylorova Fada souctu mocninné fady). Necht mocninnd fada f(x) = > 7 an(x —

xo)"™ md polomeér konvergence R > 0. Potom tato mocninnd Fada je pFimo Taylorovou Tadou
svého souctu f(x) se stiedem v bodé x. Plati tedy:
) (
pn = fi('o) pro vSechna n € Ng.
n!

Dikaz. Vime, ze f(z) =Y 7 jan(x — )" ma na intervalu (zg — R, zo + R) derivace vSech radu,
které lze pocitat postupné derivovanim ¢len po ¢lenu:

f(@) = ap + a1(z — x0) + az(x — m0)* + az(x — 20)® + ... = f(xo) = ao,

f'(z) = a1 + 2as(x — 20) + 3az(z — 20)* + ... = f(x0) = ay,
f"(x)y=2-1-a2+3-2-a3z(x —x0) + ... = f"(z0) = 2! as.
Indukei snadno nahlédneme, Ze pro k-tou derivaci v bodé zo plati f®*) (x9) = klag, z &ehoz
okamzité vyjadimme aj, = Lr20) 0

6.1 Priklady Taylorovych rad

Nyni uvedeme zakladni Taylorovy fady (se stfedem zy = 0) pro elementarni funkce a ukazeme
si vyuziti predchozich vét pro odvozovani novych rad.

1. Zakladni funkce (e*, sinz, cosz): Piimym vypocétem derivaci v bodé xg = 0 dostavame
nésledujici rozvoje, které konverguji pro vsechna = € R:

e Exponencialni funkce:ﬂ

S 2 23
T __ i - -
e _Zn!_1+m+2!+3!+..., reR
n=0
e Funkce sinus:
o0
. o (=" 2n+1 _ z? 2P
Slnﬂf—Zmﬂf —37—?—}‘5—, JJGR
n=0
e Funkce kosinus:
o0
_ (_1)n 2n __ ‘TQ 334
cosa:—z;)@n)!x —1—5—%1—..., reR
n—

Ve vete ukaZeme rovnost exponenciilni funkce a jeji Taylorovy fady, to samé ukdzeme i pro sinus a kosinus.
V kapitole ukaZzeme pfiklad funkce, pro kterou tato rovnost neplati.



2. Rozvoje odvozené z geometrické fady: Ze znamého souctu geometrické rady plati pro
z € (—1,1):

1 oo
1_£:Zx":1+x+x2+x3+...
n=0

Podle véty o Taylorové fadé souc¢tu mocninné fady je tato geometricka rfada pifimo Taylorovou
fadou funkce —

11—z
Substituci —22 za x v tomto vztahu okamzité ziskame rozvoj funkce —L:

1+x2 "
1 o0 o0
14 a2 :Z(_mQ)n:Z(_l)nx%z l—2?+a'—a+..., =ze (=1,1)
n=0 n=0

3. Odvozeni rozvoji pro In(1 + z) a arctgz integraci ¢len po ¢&lenu:
e Piirozeny logaritmus In(1 + z): Vime, 7e pro t € (—1, 1) plati:
1

[0.9]
=D ()" =1t 2=
1+t &~

Integrujeme-li tuto fadu ¢len po ¢lenu na intervalu [0, z] pro |z| < 1, ziskdme rozvoj:

T 1 0 T 0 (_1)n 1
In(1 = —dt = -1 t"dt = e,
n(l+) /0 1+t 2 )/0 Zn+1x
Preindexovanim k = n 4 1 dostaneme znamy vzorec:
o0 <
(_1)k—1 A 332 xs $4

e Arkustangens arctgxz: Aplikujeme-li stejny postup integrace ¢len po ¢lenu na rozvoj
funkce H% pro |z| < 1, dostaneme:

v 1 S 332 > (_1)” 2n+1
tgr= [ ——dt=S (1" [ 2dt=Y L g2t
wetgr = [ =2 0" [ 2 i1

Vysledny rozvoj je:

2> 2l

tgr=o— >+ T 4 1,1
arctgr = x 3+5 7—1— , x€(-1,1)

6.2 Vypocet poloméra a obord konvergence odvozenych Taylorovych rad

V této Casti spocitame poloméry konvergence R, prozkouméame chovani fad v krajnich bodech
intervalti a ur¢ime celkovy obor konvergence pro vSechny vyse odvozené Taylorovy rady.

K vypoctu poloméru pouzijeme bud odvozeny vzorec R = lim,, oo a“—il , nebo v pripadé fad
n

s vynechanymi mocninami aplikujeme piimo d’Alembertovo podilové kritérium na c¢leny rady.
V pripadé geometrickych fad pouzijeme nutnou a postacujici podminku pro jeji konvergenci:
kvocient geometrické fady je ¢ € (—1,1).

n

1. Exponencialni funkce e” =3

e Polomér konvergence: Pro koeficienty a,, = % plati:

an n!

R = lim

n—o0

= lim
n—00 (CESH

= lim (n+1) = oc.

n—oo

an+1

e Obor konvergence: Jelikoz R = oo, fada nemé Zadné krajni body a konverguje pro
vSechna x € R. Obor konvergence je R.
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1
2. Funkce — =3 "> a"

e Obor konvergence: Rada je geometricka s kvocientem ¢ = z, proto je jeji obor konver-
gence interval (—1,1).

e Polomér konvergence: Z oboru konvergence pak plyne hodnota poloméru konvergence
R=1.
n

3. Funkce In(14+2z) =>"° (=pn—?

n=1 n

X

e Polomér konvergence: Koeficienty jsou a, = % Plati:

cyt n+1
R=lm |—2—| = lim =1.
n—oo| (=17 n—soo N
n+1
¢ Krajni body:
— Pro x = 1 dostavame fadu > -, (_12:_1 =1-1+ % — 1 +..., coZ je alternujici

harmonicka fada. JelikoZ posloupnost % klesa k nule, podle Leibnizova kritéria tato
fada konverguje (neabsolutné).

£ h % e ) Ml Gd O - 5
— Pro z = —1 dostavame fadu » .~ % =32, = -3 1 cozje

zéporné vzatd harmonicka fada, kterd diverguje k —oo.
e Obor konvergence: Polouzavieny interval (—1,1].

Pozndmka 6.4 (Polomér konvergence a defini¢ni obor pro In(1 + z)). Defini¢nim oborem funkce
f(z) =In(1+2z) je interval (—1,00). V v8imnéme si, ze pro x — —17 plati lim,_, _+ In(14+2x) =
—00. Funkce mé tedy v bodé x = —1 singularni bod (svislou asymptotu) a neni v jeho okoli
omezena. Vzhledem k této nespojitosti a neomezenosti je omezeni poloméru konvergence na
R =1 (ktery nedovoli konvergenci nalevo od bodu = = —1) zcela pfirozené a oc¢ekavatelné.

4. Funkce sinus sinz =) 7 (é;}r)l),x%“

e Polomér konvergence: Aplikujeme d’Alembertovo kritérium na ¢len u, (z) = (g;i)ln), 2l

(71)n+1x2n+3

. Un+1 (CC) . (2n+3)! . |l"2
L(z) = lim |22 = lim |—o ) | =] =0
() no0 un () nsoo (f(;)nii;fl e300 (2n + 2)(2n + 3)

Protoze L(z) = 0 < 1 pro vSechna z € R, fada konverguje pro vSechna realna ¢isla, a tedy
R = .

e Obor konvergence: Mnozina R.

5. Funkce kosinus cosz =) %m%

e Polomér konvergence: Aplikujeme d’Alembertovo kritérium na ¢len u,(z) Gr T

(_1)n+1$2n+2

2
L(z) = lim LL—H(;E) = lim 7(2nt2)2!n = lim 2] =

Jelikoz L(z) = 0 < 1 pro vSechna z € R, je R = oo.

e Obor konvergence: Mnozina R.
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6. Funkce ﬁ =32 o(=1)"a?n

e Obor konvergence: Rada je geometricka s kvocientem ¢ = —x2. Z podminky | — 2?| < 1
dostaneme obor konvergence fady (—1,1).

e Polomér konvergence: Z oboru konvergence pak plyne hodnota poloméru konvergence

R=1
7. Funkce arkustangens arctgz =Y - %x%*l
e Polomér konvergence: Aplikujeme d’Alembertovo kritérium na ¢len u,, (z) = %xznﬂ:
(71)n+1m2n+3
T Up+1(T) T n+3 | _ 1 2n+1 2 12
L) = lim 1= Gy | = A, | T | = i o gl = fal
2n+1
Podminka L(x) < 1 znamené |z| < 1, tedy polomér konvergence je R = 1.
e Krajni body:
— Pro z = 1 dostavame radu Z;L.OZO (2;2: =1- % + % — % + ..., ktera podle Leibnizova
kritéria konverguje (neabsolutné).
Pro & = —1 dostavame 320 ) CLIEUTT — gmo0 (DY ierd e stejného ditvod
— Prox = —1dostavame ) 7 (5 —~—— = — > 7 575, kterd ze stejné¢ho diivodu

konverguje (neabsolutné).
e Obor konvergence: Uzavieny interval [—1, 1].

Pozndmka 6.5 (Polomér konvergence a defini¢ni obor pro arctg x). Na rozdil od funkce In(1+ x)
je funkce f(z) = arctgx definovana, hladka a omezené na celém redlném oboru (D(f) = R).
Pfesto je polomér konvergence jeji Taylorovy fady pouze R = 1 a fada konverguje vyhradné na
intervalu [—1, 1].

Tento na prvni pohled prekvapivy jev ukazuje podstatnou vlastnost mocninnych fad: o po-
loméru konvergence nerozhoduje jen chovani funkce na realné ose, ale jeji chovani v komplexnim
oboru. Derivace funkce arctg x, coz je funkce Tlmg, ma v komplexni roviné pély v bodech x = +1.
Vzdalenost téchto singularnich bodi od stfedu rozvoje xo = 0 je rovna | £ i| = 1, coz nastavuje
strop pro polomér konvergence realné mocninné fady na R = 1.

6.3 Analytické funkce a jejich vlastnosti

Definice analytické funkce Funkce f(z) definované na oteviené mnoziné D C R se nazyva
analytickd v bodé zg € D, pokud ji lze v n&jakém otevieném okoli bodu zg vyjadfit jako
soucet konvergentni mocninné rady:

f(x) = anlz —w0)", (2)
n=0

kde koeficienty a,, odpovidaji Taylorovu rozvoji funkce v bodé xq:

f(n) (z0)

P (3)

QAp —

Funkce se nazyva analytickA na mnoziné D, je-li analytickd v kazdém bodé této mnozZiny.
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Chovani v okoli bodu. Bez dikazu uvedeme nésledujici vlastnosti analytickych funkeci:

e V okoli bodu g, oznafeném jako Us(xg) = (z¢ — d,z0 + ) C D, konverguje posloupnost
Taylorovych polynomt T, (z) lokilné stejnomérné k funkei f(z).

e Funkce mé v bodé xg i v celém okoli Us(xg) derivace vSech radu (je t¥idy C*°).

e Hodnoty funkce na libovolné malém okoli Us(zp) jednozna¢né urcuji celou funkei na jejim
definiénim oboru (princip jednoznacnosti).

e Hodnoty funkce na libovolné malém okoli Us(xg) jednoznacné urcuji tuto funkei na celé
souvislé komponenté jejiho definiéniho oboru, kterda obsahuje bod xg (princip jednoznac-
nosti). Je-li defini¢ni obor D souvislda mnoZina (napf. interval), uréuji ji jednoznacné na
celém D.

Véta 6.6 (Analyti¢nost exponenciély, sinu a kosinu). Funkce €*, sinx a cosz jsou analytické
v bodé x¢g = OE| Pro kazdé x € R jsou tyto funkce rovny svym Taylorovgm tTaddm se stiedem

v bod¢ xg = 0:

0o 2"

T __

=2

n=0

o]

. o (_l)n 2n+1
SINT = Z mx

n=0

.- (_1)n 2n
COSX = Z (27‘[,)' X
n=0

Diikaz. Hlavni myslenka dikazu je zaloZena na odhadu zbytku v Taylorové vzorci v Lagrangeoveé
tvaru. Chceme ukazat, ze zbytek Ry(z) po N-tém ¢lenu konverguje k nule pro N — oo na
libovolném omezeném intervalu [—r, r| pro r > 0.

Lagrangetv tvar zbytku je dan vztahem:

FNE) v

By(z) = RES

kde & je ¢islo lezici mezi 0 a z.

e Pro f(z) = e® jsou viechny derivace tvaru fN*t1D(z) = e*. Na intervalu [—r, 7] jsou tedy
derivace v bodé £ shora omezeny konstantou M = e".

e Pro f(z) =sinz a f(x) = cosz jsou vSechny derivace roveny =+ sinz nebo =+ cosz, tudiz
jsou na celém R shora omezeny konstantou M = 1.

Pro libovolné = € [—r,r] dostavame odhad:

M ‘x’N—&—l M Nt

R (@) € el ™ < T

Jelikoz z vlastnosti fady pro exponencialu vime, Ze limy_ oo % = 0 pro jakékoliv pevné r > 0,
plati podle véty o dva straznicich:

lim Ry(x) =0 pro v8echna z € [—r,7].
N—oo

Protoze tento zavér plati pro libovolné velké r» > 0, Taylorova fada se stfedem v o = 0 konverguje
k puvodni funkci na celém R. O
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Obrazek 1: Analytickd funkce f(x) = e* v okoli bodu 0 s aproximaci Taylorovymi polynomy
T1 (x) a Tg(x).

Priklad. Na obrazku |l je zndzornéna analytickd funkce f(z) = e® na okoli Us(0) spolu se
svymi prvnim a druhym Taylorovym polynomem 7Ti(z) = 1+ z a Ta(z) = 1+ z + %xZ, které
ukazuji, jak mocninné fada v blizkosti nuly aproximuje ptvodni funkci.

P#iklad 6.7. Uréete Taylorovu fadu funkce f(x) = cos(z3) se stiedem v bodé zg = 0. Pomoci

této fady spocitejte hodnoty derivaci f(®)(0) a £6)(0).

Regeni piikladu Podle véty o analyti¢nosti funkce kosinus v bodé 0 je funkce cost rovna
své Taylorové fadé na celém R, tj. pro kazdé ¢t € R plati:

o (=)
cost = 2,
Z (2n)!
n=0
Pro libovolné = € R zvolime ¢t = 23. Protoze 23 € R, muzeme 2> dosadit za t do vySe uvedené
fady a ziskavame vyjadieni funkce f(z) = cos(z®) ve tvaru mocninné fady:

© (_1)n . o (_1)n . 26 212 718
f(z) = cos(z?) :nz:() @), (z3)? :nz:O @n)] 2 =1 — g—i-j - W+

Tato mocninné fada méa stfed zp = 0 a konverguje pro vechna z € R (jeji polomér konvergence
je R = 00).

Podle véty o Taylorové fadé souc¢tu mocninné fady je kazda mocninné fada s kladnym polo-
mérem konvergence piimo Taylorovou fadou svého souc¢tu. Ziskand mocninné fada je tedy p¥imo
hledanou Taylorovou fadou funkce f(x) = cos(x3) se stfedem v bodé z¢ = 0.

Pro koeficienty aj, Taylorovy fady f(z) => 72, apx® plati obecny vzorec:

— f®0) = k! ay.
Porovnanim koeficienti ziskané mocninné fady u jednotlivych mocnin z* vypoéitame pozadované
derivace:

e Pata derivace f®)(0): Clen z° se v rozvoji nevyskytuje (koeficient a5 = 0), protoZe Fada
obsahuje pouze mocniny z5”. Odtud dostévame:

FO0)=5!a5=5"-0=0.

2Ve skutecnosti jsou analytické na celém R, my to ale nebudeme potiebovat ani dokazovat.

14



e Sesta derivace f()(0): Clen u z8 odpovida volbé n = 1 v sumé Yoo ((;L))T x5, Jego
koeficient je ag = % = —%. Vypocteme:

1
FO(0) = 6! ag =720 <—2) = —360.

6.4 Priklad funkce, ktera neni analyticka

Uvazujme funkci f: R — R definovanou predpisem:

1
e «2 prox #0,
fla) = pro ¢ 7
0 pro z = 0.

Tato funkce je klasickym piikladem hladké funkce (funkce tfidy C°°), ktera neni analyticka
v bodé x = 0.

Vypocet prvni derivace v bodé z =0

Prvni derivaci v bodé & = 0 spoc¢itdme piimo z definice derivace jako limitu podilu diferenci:

oo f@) - f0) e
FO) =l === = =

Pro vypocet jednostranné limity zprava (x — 07) pouZijeme substituci ¢t = % Kdyz © — 07,
pak t — 4o0:

1
. e a? : 2 : t
lim = lim te™" = lim — =0.
=0+t T t—+00 t—-+oo et

Analogicky pro limitu zleva (z — 07) pfi substituci ¢ = % — —oo dostavame:

_1
. e a? . 13
lim = lim — =0.
-0~ X t——o0 et

Obé jednostranné limity se rovnaji 0, z ¢ehoz plyne:
7'(0) = 0.

Vyssi derivace a Taylorova rada

Lze ukazat, Ze vSechny vyssi derivace funkce f v bodé x = 0 jsou rovnéz nulové, tj. pro kazdé
n € N plati:
F(0) =o.

Taylorova fada funkce f se stfedem v bodé zg = 0 mé tedy tvar:

Ty =3 LW _ g4 =,
n=0

n!
n=0

Soucet této Taylorovy fady je konstantné roven O pro v8echna x € R.
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Neanalyti¢nost funkce

Protoze je soucet Taylorovy fady funkce f roven 0 pro v8echna xz € R, ale samotna funkce je
mimo bod nula kladn4, nerovné se funkce na zddném okoli bodu nula své Taylorové fadé. Proto
neni funkce analytickd v bodé nula.

Na grafu nize je vidét, Ze hodnoty funkce f jsou v prstencovém okoli bodu nula velmi malé,
nerozeznatelné od nulovych hodnot.

f(x)

Rozdil mezi sou¢tem mocninné rady a Taylorovou fadou

Tento priklad ilustruje podstatny rozdil mezi vlastnostmi mocninnych fad a Taylorovych rfad
obecnych funkei:

e **Mocninné fada jako primarni objekt:** Je-li funkce g(x) pfimo definovana jako soucet
mocninné fady g(z) = > o7 an(z—z0)" s kladnym polomérem konvergence R > 0, je tato
funkce uvnit¥ intervalu konvergence (xo— R, xg+ R) analyticka. Jeji vlastni Taylorova rada
v bodé zg splyva s puvodni mocninnou fadou a jeji soucet se funkei g(x) striktné rovna.

e **Taylorova fada zadané hladké funkce:** Pro libovolnou nekone¢né krat diferencovatelnou
funkci f miazeme formalné sestavit jeji Taylorovu fadu. Skutecnost, Ze tato fada konverguje,
vBak **nezarucuje™™*, ze se jeji soucet rovna puvodni funkei f(x) na jakémkoliv okoli bodu
xg.

V naSem piipadé konverguje Taylorova fada T(z) = 0 na celém R (polomér konvergence
R = o0), avSak rovnost f(z) = T(x) nastava vyhradné pro z = 0. Pro libovolné = # 0 plati
f(x) = e~ 17" > 0, zatimco T(z) = 0. Funkce f tedy neni rovna souc¢tu své Taylorovy fady na
zddném okoli pocatku.
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