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Ćılem tohoto textu je uvést podrobnosti k d̊ukazu lemmatu 3.1.3 a věty 3.2.2 z [1] a
uvést př́ıklad.

Př́ıklad. Funkci komplexńı proměnné f : z 7→ z2 rozeṕı̌seme pomoćı dvou reálných funkćı
reálné proměnné

f1(x, y) + if2(x, y) = (x + iy)2

a po úpravě
f1(x, y) + if2(x, y) = x2 − y2 + 2ixy

Porovnáńı reálné a imaginárńı části pravé a levé strany dostaneme

f1(x, y) = x2 − y2

f2(x, y) = 2xy

Spoč́ıtáme parciálńı derivace
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Vid́ıme, že plat́ı
∂f1
∂x

=
∂f2
∂y

∂f1
∂y

= −∂f2
∂x

(1)

Vztahy (1) plat́ı vždy, když má funkce f derivaci. Nazzýváme je Cauchy-Riemannovými
podmı́nkami.

Značeńı. Symbolem D je v [1] značen gradient funkce a symboly D1, D2 složky gradientu,
tedy parciálńı derivace:

∂f

∂x
≡ D1f

∂f

∂y
≡ D2f (2)

Df = (D1f,D2f)

Formulace lemmatu 3.1.3. Bod z = x + iy ∈ C je ztotožňován s bodem [x, y] ∈ R2.
Význam symbol̊u D1f1, D2f1, D1f2, D2f2 jsme vyložili v (2).

Důkaz lemmatu 3.1.3 použ́ıvá tvrzeńı: má-li funkce dvou proměnných v bodě [x0, y0]
dvojnou limitu, pak má v tomto bodě limity o stejné hodnotě po př́ımkách, konkrétně po
př́ımkách x = x0 a y = y0.

Silná derivace, nebo též totálńı diferenciál, je pojem základńıho kurzu matematické
analýzy. Výklad tohoto pojmu najde čtenář v souboru Derivace.pdf umı́stěném v ad-
resáři http://kap.fp.tul.cz/ simunkova/analyza/an3-2018-19.
Text navazuje na Parcialni derivace.pdf ze stejného adresáře.



Základńı vlastnosti silné derivace jsou zopakovány v [1] v poznámce 3.2.1.

Důkaz věty 3.2.2. Vztah (3.4) je Taylor̊uv polynom funkce f prvńıho stupně se zbytkem
R a derivaćı f ′(z) = C. Symbol o(h), h→ 0 vyjadřuje vlastnost zbytku limh→0R(h)/h =
0.

f(z + h)− f(z) = Ch + R(h)

Ve vztahu (3.5) je dosazeno C = a + ic, h = h1 + ih2.

f(z + h)− f(z) = (a + ic)(h1 + ih2) + R(h)

Dále dosad́ıme i za funkci f a zbytek R reálnou a imaginárńı část f = f1+if2, R = R1+iR2

f1(z + h) + if2(z + h)− f1(z)− if2(z) = (a + ic)(h1 + ih2) + R1(h) + iR2(h)

a rovnost v komplexńım oboru vyjádř́ıme jako rovnost reálné a imaginárńı části (v reálném
oboru)

f1(z + h)− f1(z) = ah1 − ch2 + R1(h)

f2(z + h)− f2(z) = ch1 + ah2 + R2(h)

a porovnáme s definićı silné derivace funkćı f1, f2

f1(z + h)− f1(z) = D1f1h1 + D2f1h2 + R1(h)

f2(z + h)− f2(z) = D1f2h1 + D2f2h2 + R2(h)

Odtud dostaneme existenci silných derivaćı funkćı f1, f2 i Cauchy-Riemannovy podmı́nky
D1f1 = D2f2, D1f2 = −D2f1.

Opačnou implikaci – tedy, že z Cauchy-Riemannových podmı́nek a existence silných
derivaćı funkćı f1, f2 plyne existence derivace f ′(z) dostaneme úpravami v opačném
pořad́ı.
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