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Cilem tohoto textu je definovat dvojpomeér ¢tvetice komplexnich ¢isel a vylozit dvé jeho
vlastnosti: ukazat, ze dvojpomér nabyva realné hodnoty praveé kdyz body lezi na spolec¢né
zobecnéné kruznici a dale ukazat, ze zobrazeni z +— 1/z zachovvava dvojpomeér. Jako
dusledek uvedenych vlastnosti pak dostaneme zobrazovani zobecnénych kruznic v kruhové
inverzi na zobecnéné kruznice.

Pripomeneme, ze pomérem trojice navzajem ruznych bodu z1, 25, z3 nazyvame ¢islo

23— 2

(1)

pomer(zy, 29, 23) =
Z9 — 21

Pomoci poméru bodu pak definujeme dvojpomér jako pomér poméru.

Definice dvojpomeéru. Dvojpomérem navzdjem ruzniych bodu z1, zs, 23, 24 v komplexni
roviné budeme rozumét podil

(23 — 21)(22 — 1)
(22 — 21)(23 — 21)

dvojpomer(z1, 22, 23, 24) = pomer(z1, 29, 23) : pomer(zy4, 29, 23) = (2)

Zabyvejme se otazkou polohy ¢tvetice bodu, pro které nabyva dvojpomeér redlné hod-
noty. Zvolme trojici navzdjem ruznych bodu zi, z3, z3 a zkoumejme, pro jaka z, je
dvojpomer (2, 29, 23, 24) € R.

1. Lezi-li trojice bodu na spoleéné piimce, pak je pomer(zy, 22, 23) € R. Dvojpomér
v tom piipadé nabyva redlné hodnoty, pravé kdyz je pomer(zy, 20, 23) € R, a to je
pravé kdyz bod z4 lezi na ptimce uréené body zo, 23.

2. Na obrazku vlevo je trojice bodu zy, 29, 23, které nelezi na spolecné piimce — lezi
tedy na spolecné kruznici. Dale je na obrazku vyznacen thel ¢ a velikosti tsecek
(vzdélenosti bodu) a, b. Pomoci nich vyjadiime

a .
pomer(zy, 29, 23) = E(COS @+ isinp)




Dvojpomeér je pak redlny pravé kdyz je argument poméru pomer(zy, 22, 23) roven
bud ¢ nebo 7 + .

Z véty o obvodovych tihlech dostaneme, ze prvni moznost nastane pravée kdyz bod
z4 lezi na oblouku vyznaceném na prostfednim obrazku.

Na obrézku vpravo je vyznacend druhd moznost, tedy arg(pomer(zy, 29, 23)) = 7 +
®. Uhel je orientovany od ramene 2,20 k rameni z423. Jeho doplnék ma velikost
7 — . Ctyfthelnik 21222423 mé soucet protilehlych hla roven 7. To nastane praveé
u tétivového ctyruhelniku.

Zaver:

zvolime-li trojici bodu 27, 29, 23 lezicich na kruznici, pak
je mnozina bodu z, takovych, ze dvojpomer(z, 22, 23, 24)
nabyva realné hodnoty, rovna kruznici urcené trojici
bodt 2, 29, 23 bez téchto bodu (pfipomenme, ze jsme pii
definici dvojpomeéru pozadovali, aby body byly navzajem
ruzné).

ZAVER: Dvojpomér ¢tyf navzdjem ruznych bodi nabyva redlné hodnoty prave kdyz tyto
body lezi na zobecnéné kruznici (tedy bud na pfimce nebo na kruznici).

Dvojpomér a prevracena hodnota: zobrazeni z +— 1/z zachovavd dvojpomér ne-
nulovych bodu. Ukazeme to upravou vyrazu dvojpomer(1/zy,1/29,1/23,1/24) do tvaru
dvojpomer(zy, 22, 23, 24).

Ukol: Upravte
(1/23 — 1/21)(1/22 — 1/24)
(1/22 — 1/21)(1/23 — 1/24)

do tvaru
(23 — 21)(22 — 2)

(22— 21) (23 — 24)

Dvojpomér a kruhova inverze.

Pouzijeme vySe odvozené vlastnosti dvojpomeéru k dukazu, ze kruhova inverze pievadi
zobecnénou kruznici na zobecnénou kruznici. Kruhovou inverzi z + 1/Z napiseme jako
slozené zobrazeni z ~ 1/z + 1/z. Druhé zobrazeni 1/2 = w + W = 1/z je osovou
symetrii zobrazujici primky na pfimky a kruznice na kruznice.

O zobrazeni z — 1/z vime, Ze zachovava dvojpomeér. Odtud plyne, ze ¢tvefici nenu-
lovych bodu lezicich na spoleéné zobecnéné kruznici zobrazi na ¢tverici bodu, které také
lezi na spolecné zobecnéné kruznici.

Odtud plyne, ze obrazem zobecnéné kruznice neprochézejici pocatkem je zobecnéna
kruznice. A obrazem zobecnéné kruznice prochazejici pocatkem je zobecnénd kruznice, ke
které pridame nekonecno jako obraz pocatku.

Zbyva tedy rozmyslet si, ze v prvnim pripadé je obrazem kruznice a ve druhém piimka.
To plyne napiiklad z toho, ze okoli poc¢atku, tedy kruh {z € C : |z| < €} se v kruhové



inverzi zobrazi na okoli nekonecna {z € C : |z| > 1/e} U {oo}. Odtud plyne, ze obraz
zobecnéné kruznice je omezeny pravé kdyz zobecnéna kruznice neobsahuje pocatek.
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