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Komplexńı č́ısla

Téma komplexńıch č́ısel je velice náročné, a proto je nejprve d̊uležité si ř́ıct, co
vlastně komplexńı č́ısla znamenaj́ı. To uděláme pomoćı několika definic, z nichž
dvě jsou elementárněǰśı a pro nás d̊uležité a zbylé tři jsou náročněǰśı a pro
nás t́ım pádem nadrámcové (což ale nijak neznamená, že maj́ı být opomenuty).
Posledńı tři definice tak zmiňujeme pouze jako možnost k daľśımu prostudováńı.

1. středoškolská definice
{1}

Tato definice zavád́ı komplexńı č́ısla takto:

a + ib, kde a, b ∈ R a kde i =
√
−1.

Často se použ́ıvá (jak je z nadpisu patrné) na středńıch školách, avšak neńı to
až tak št’astná volba, jak záhy zjist́ıme, protože zde docháźı k rozporu. Vezměme
zlomek 1

i a nejprve ho poč́ıtejme rozš́ı̌reńım a podruhé ho poč́ıtejme př́ımým

dosazeńım za předpokladu, že i =
√
−1

1

i
=

i

i2
=

i

−1
= −i,

1

i
=

1√
−1

=

√
1

−1
=
√
−1 = i.

Rozepsáńım je zřejmé, že zde docháźı ke sporu, i když jsme v obou př́ıpadech
poč́ıtali s předpokladem i =

√
−1. Z tohoto d̊uvodu je lepš́ı tuto definici obměnit.

Za předpokladu, že má čtenář pokročileǰśı znalosti z algebry lze použ́ıt 3. defi-
nice.

2. definice

Nyńı se ale pod́ıváme na druhou možnou definici, kterou lze použ́ıt při zaváděńı
komplexńıch č́ısel. Tato definice má jisté výhody, proto ji uvád́ıme jako jednu
z d̊uležitých. Zadefinujme si tedy komplexńı č́ısla následuj́ıćım zp̊usobem:

Vezměme algebraickou strukturu (R2,⊕,�), kde ⊕, � jsou binárńı operace
na R2 (tzn. dvojici prvk̊u z R2 přǐrad́ı prvek z R2) a jsou definovány vztahem:

[a, b]⊕ [c, d] = [a + c, b + d]

[a, b]� [c, d] = [ac− bd, ad + bc]

Výše zmı́něnou výhodou této definice je to, že nás nemuśı trápit vztahy plat́ıćı
pro i. Proto se nyńı můžeme zaměřit na zkoumáńı této algebraické struktury
a určeńı toho, zda se jedná o okruh či těleso.
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Vlastnosti

Je nutné si nejprve ujasnit vlastnosti, které v této algebraické struktuře plat́ı
a z nichž můžeme dále vycházet.

• [0, 1]� [0, 1] = [−1, 0]

• [x, 0]� [y, 0] = [xy, 0]

• [x, 0]⊕ [y, 0] = [x + y, 0],
tedy když vezmeme množinu [x, 0] s operacemi ⊕,�, matematicky zapsáno
([x, 0] : x ∈ R,⊕,�), vid́ıme, že je izomorfńı s (R,+, ·).

Zavedeme-li označeńı i ≡ [0, 1] a x ≡ [x, 0] pro x ∈ R, potom plat́ı

1. i · i = [−1, 0] = −1

2. [b, 0]� [0, 1] = [b0− 01, b1 + 00] = [0, b]

3. [a, b] = [a, 0]⊕ [0, b] = a + bi

Ćıl

Naš́ım ćılem je ukázat, že komplexńı č́ısla tvoř́ı těleso. V této definici si dáme
tu práci, že si každou vlastnost tělesa ukážeme a t́ım potvrd́ıme platnost těchto
axiomů. Připomeňme jen, že operace +, · jsou operace na reálných č́ıslech a maj́ı
tedy

”
normálńı“ vlastnosti.

• Komutativita:
[a, b]⊕ [c, d] = [a + c, b + d];

[c, d]⊕ [a, b] = [c + a, d + b].

• Asociativita:

[a, b]⊕ ([c, d]⊕ [e, f ]) = [a, b]⊕ [c + e, d + f ] = [a + c + e, b + d + f ];

([a, b]⊕ [c, d])⊕ [e, f ] = [a + c, b + d]⊕ [e, f ] = [a + c + e, b + d + f ].

• Nulový prvek:
[a, b]⊕ [0, 0] = [a + 0, b + 0] = [a, b].

• Opačný prvek:

[a, b]⊕ [−a,−b] = [a + (−a), b + (−b)] = [0, 0].

• Komutativita:
[a, b]� [c, d] = [ac− bd, ad + bc];

[c, d]� [a, b] = [ca− db, cb + da].
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• Asociativita:

[a, b]� ([c, d]� [e, f ]) = [a, b]� [ce− df, cf + de] =

= [a(ce− df)− b(cf + de), a(cf + de) + b(ce− df)] =

= [ace− adf − bcf − bde, acf + ade + bce− bdf ];

([a, b]� [c, d])� [e, f ] = [ac− bd, ad + bc]� [e, f ] =

= [(ac− bd)e− (ad + bc)f, (ac− bd)f + (ad + bc)e] =

= [ace− bde− adf − bcf, acf − bdf + ade + bce].

• Jednotkový prvek:

[a, b]� [1, 0] = [a− 0, 0 + b] = [a, b].

• Existuje inverzńı prvek?

[a, b]� [x, y]
=

? [1, 0]

Řeš́ıme soustavu:
ax− by = 1

ay + by = 0,

řeš́ıme tedy determinant matice soustavy:

[
a −b
b a

]
= a2 + b2 6= 0.

Nyńı si připomeňme, jak přesně zńı axiom o inverzńım prvku:

pro každé z ∈ C, z 6= 0, existuje inverzńı prvek (znač́ıme ho z−1) tak,
že plat́ı z(z−1) = 1.

Determinant je tedy nenulový, matice je regulárńı a proto existuje řešeńı
soustavy, z čehož dále vyvozujeme existenci inverzńıho prvku.

• Distributivita:

[a, b]� ([c, d]⊕ [e, f ]) = [a, b]� ([c + e, d + f ]) =

= [a(c + e)− b(d + f), a(d + f) + b(c + e)] =

= [ac + ae− bd− bf, ad + af + bc + be];

[a, b]� ([c, d]⊕ [e, f ]) = [ac− bd, ad + bc]⊕ [ae− bf, af + be] =

= [ac− bd + ae− bf, ad + bc + af + be].

Ke dvěma již ukázaným definićım bychom rády ještě zmı́nily daľśı tři definice,
které jsou nadrámcové, nicméně pro ty čtenáře, kteř́ı maj́ı pokročileǰśı znalosti
z algebry, mohou být užitečněǰśı než dvě výše zmı́něné definice.
Jedná se o následuj́ıćı tři definice, u nichž zmiňujeme pouze jejich podstatu.

3



3. definice

Komplexńı č́ısla zavád́ıme následovně:

a + ib, kde a, b ∈ R a kde i2 = −1

4. definice - Kořenové nadtěleso

Jádro této definice spoč́ıvá v tom, že k tělesu (R,+, ·) přidáme kořen rovnice
x2 + 1 = 0.

5. definice - Okruh polynomů nad R
Jedná se o zbytkové tř́ıdy při děleńı polynomem P (x) = x2 + 1.
Máme dva polynomy, označme je R a Q, které patř́ı do stejné tř́ıdy, pokud
existuje polynom S takový, že plat́ı

R−Q = P · S.
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