
Vysvětlete význam dvou slov komplexńı v termı́nu: komplexńı funkce
komplexńı proměnné. Uved’te př́ıklad reálné funkce komplexńı proměnné a
komplexńı funkce reálné proměnné.

Č́ım se lǐśı funkce reálné a komplexńı proměnné:

1. Funkce x 7→ |x| má na R primitivńı funkci, ale v bodě 0 nemá derivaci.

2. Funkce x 7→ x|x|, x ∈ R má na R prvńı derivaci, ale v bodě 0 nemá
druhou derivaci.

3. Funkce

f : x 7→
{

exp 1
x2−1 x ∈ (−1, 1)

0 x 6∈ (−1, 1)

je spojitá na R, má na R derivace všech řád̊u, v bodech 1 a −1 jsou
všechny tyto derivace nulové, tedy i Taylorova řada v těchto bodech je
nulová, ale jej́ı součet neńı roven funkci f .

Pro funkci f komplexńı proměnné definovanou na otevřené množině G ⊆
C jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı (my jsme během semestru stihli
ukázat je implikaci 2⇒ 1):

1. f má na množině G derivaci

2. Ke každému z0 ∈ G existuje konvergentńı mocninná řada
∑

ak(z−z0)
k

a okoĺı U(z0) takové, že f je na U(z0) rovna
∑

ak(z − z0)
k.

3. K funkci f existuje lokálně na množině G primitivńı funkce F . Tj. ke
každému z ∈ G existuje okoĺı U(z) a funkce F taková, že na U(z) plat́ı
F ′ = f .

Studijńı literatura: Brzezina, Veselý: Úvod do komplexńı analýzy

Z kapitoly 1 předevš́ım:
zavedeńı komplexńıch č́ısel jako dvojic reálných č́ısel s operacemi násobeńı
a sč́ıtáńı; zobrazováńı komplexńıch č́ısel v rovině (Gaussova rovina); ab-
solutńı hodnota, č́ıslo komplexně sdružené, trojúhelńıková nerovnost, alge-
braický, goniometrický a exponenciálńı tvar komplexńıho č́ısla, argument
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komplexńıho č́ısla.
Izometrická izomorfie prostor̊u R2 a C, konvergence posloupnost́ı a řad kom-
plexńıch č́ısel, absolutńı a neabsolutńı konvergence.
Sféra: S = C ∪ {∞}; stereografická projekce, odvozeńı vztah̊u.
Limita komplexńı funkce komplexńı proměnné, definice, věta 1.3.2 (o limitách
a aritmetických operaćıch).
Derivace funkce komplexńı proměnné – vše z odstavce 1.4.

O lineárně lomené funkci předevš́ım:
Definice 4.3.1, poznámka 4.3.3, poznámka 4.3.4; definice kruhové inverze,
odvozeńı, že z 7→ 1/z̄ je kruhová inverze vzhledem ke kružnici se středem
v počátku a s jednotkovým poloměrem, z 7→ z0 + r2/z − z0 je kruhová in-
verze vzhledem ke kružnici se středem v bodě z0 a s poloměrem r.
Definice zobecněné kružnice (4.3.11), poznámka 4.3.12, lemma 4.3.13 (o ob-
razu zobecněné kružnice v zobrazeńı z 7→ 1/z a obdobný d̊usledek pro
lineárně lomenou funkci (použijeme poznámku 4.3.3).
Poměr bod̊u z1, z2, z3:

z1−z2
z1−z3 , geometrický význam. Př́ıklad do ṕısemky: v Gaus-

sově rovině jsou zadány body a, b, c a (kv̊uli měř́ıtku) body 1, i; vyznačte
poměr (a− b)/(b− c).
Dvojpoměr bod̊u z1, . . . , z4, definice 4.3.21. Př́ıklad do ṕısemky: v Gaussově
rovině jsou zadány body a, b, c, d a (kv̊uli měř́ıtku) body 1, i; vyznačte dvoj-
poměr [a, b, c, d]. Dokažte geometrickými prostředky d̊usledek 4.3.25. Př́ıklad
do ṕısemky: zjistěte, zda zadané 4 body lež́ı na př́ımce a zda lež́ı na kružnici.
Ukažte výpočtem, že lineárně lomená funkce zachovává dvojpoměr bod̊u (tj.
že plat́ı lemma 4.3.24).
Invariantńı body (definice 4.2.5), počet invariantńıch bod̊u lineárně lomené
funkce (horńı p̊ulka strany 70). Věta 4.3.15 jako d̊usledek počtu invariantńıch
bod̊u.
Př́ıklad do ṕısemky: pro zadané dvojice bod̊u z1, w1, . . . , z3, w3 nalezněte
lineárně lomenou funkci, která zobrazuje bod zi na bod wi; nalezněte lineárně
lomenou funkci, která zadanou kružnici zobraźı na zadanou př́ımku.

O mocninných řadách předevš́ım:
Článek 2.2 vše kromě 2.2.8–9.
Z 2.3: poznámka 2.3.2, definice 2.3.3, lemma 2.3.4 (i s d̊ukazem, který jsme
dělali na přednášce a lǐśı se od d̊ukazu v textu), věta 2.3.5 i s d̊ukazem,
přitom lze vynechat použit́ı stejnoměrné konvergence a nahradit jej m-testem.
Důsledek 2.3.7–8, př́ıklad 2.3.9 (př́ıklad do ṕısemky).
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Věta 2.4.1 i s d̊ukazem, poznámka 2.4.2, lemma o nulových bodech mocninné
řady (množina nulových bod̊u má jen vnitřńı a izolované body), d̊usledek
lemmatu: nenulová mocninná řada má pouze izolované nulové body (na
přednášce ke konci semestru).

Exponenciálńı a goniometriké funkce – definice pomoćı Taylorovy řady
(tedy pro goniometrické funkce jinak, než v textu); Euler̊uv vztah (pro t ∈ R
plat́ı exp(it) = cos t + i sin t) a jeho odvozeńı, věta 4.4.3 a jako d̊usledek
vztah exp(x+ iy) = exp x(cos y+ i sin y), goniometrický a exponenciálńı tvar
komplexńıho č́ısla.
Hyperbolické funkce a jejich vztah k exponenciálńı a goniometrickým funk-
ćım.
Periodicita a obor hodnot exponenciálńı funkce, logaritmus jako inverzńı
funkce, hlavńı hodnota logaritmu (log) a logaritmus jako v́ıcehodnotová fun-
kce (Log). Argument nenulového komplexńıho č́ısla (arg, Arg).
Př́ıklady do ṕısemky: řešeńı rovnice s koplexńı proměnnou, početně např.
exp z = 1− 3i, cos z = −3i, sin z = 4, graficky např. cos z = 2− i.

Derivace funkce komplexńı proměnné:
Cauchy-Riemannovy podmı́nky: články 3.2, 3.3. Př́ıklad do ṕısemky: zjistěte,
zda zadaná funkce splňuje Cauchy-Riemannovy podmı́nky.

Konformńı zobrazeńı:
Úhel křivek jako úhel jejich tečen. Funkce (zobrazeńı), která má v bodě z0 ∈ C
nenulovou derivaci, zachovává úhel křivek, které se v bodě z0 prot́ınaj́ı. Důkaz
obrázkem.
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