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Ćılem textu je ukázat vztah lineárńıch zobrazeńı v komplexńım oboru k podobným zobra-
zeńım v Gaussově rovině. Začneme zopakováńım definice lineárńıho zobrazeńı a ukážeme,
že každé lineárńı zobrazeńı popisuje podobné zobrazeńı v Gaussově rovině. V druhé části
textu ukážeme opačnou implikaci, tedy, že každé podobné zobrazeńı v Gaussově rovině
zachovávaj́ıćı pravotočivou orientaci je možné popsat pomoćı lineárńıho zobrazeńı.

Definice. Ve shodě se standardńı definićı budeme pod lineárńım zobrazeńım rozumět
zobrazeńı

z 7→ az + b, a, b ∈ C, a 6= 0 (1)

Invariantńı bod. Bod, který se zobraźı sám na sebe, tj. vzor splývá se svým obrazem, na-
zveme invariantńım bodem. V geometrii takové body zpravidla nazýváme samodružnými.

Úkol. Připomeňte si samodružné body těchto zobrazeńı: otočeńı, stejnolehlosti, posu-
nut́ı. Je to střed otáčeńı, střed stejnolehlosti, posunut́ı o nenulový vektor nemá žádný
samodružný bod.

Úkol. Rozmyslete si, kolik má zobrazeńı (1) invariantńıch bod̊u v závislosti na hodnotách
a, b. Uvědomte si, že invariantńı bod je kořenem rovnice

az0 + b = z0 (2)

a ta má pro a 6= 1 jeden kořen, pro a = 1 bud’ nekonečně mnoho nebo žádný kořen.

Stručný přehled lineárńıch zobrazeńı.
Nejdř́ıv rozebereme př́ıpad a = 1:

1. a = 1, b = 0: dosazeńım do (1) dostaneme z 7→ z. Toto zobrazeńı popisuje identitu.

2. a = 1, b 6= 0: dosazeńım do (1) dostaneme z 7→ z + b. Toto zobrazeńı popisuje
posunut́ı o vektor 0b.

Zbývá probrat př́ıpad a 6= 1. Z předchoźıho v́ıme, že zobrazeńı (1) má v tomto př́ıpadě
jeden invariantńı bod. To napov́ıdá, že by toto lineárńı zobrazeńı mohlo popisovat otočeńı
a stejnolehlost v Gaussově rovině. Uvid́ıme, že kromě těchto dvou zobrazeńı popisuje i
jejich složeńı.
Obraz bodu z ∈ C označ́ıme w a invariantńı bod označ́ıme z0. Dostaneme rovnice

w = az + b

z0 = az0 + b

Odečteńım těchto rovnic vylouč́ıme b. Mı́sto něj se v rovnici objev́ı z0.

w − z0 = a(z − z0) (3)



Daľśımi úpravami lze dostat

w = z0 + a(z − z0) př́ıpadně w = az + z0 − az0.

Ke klasifikaci zobrazeńı použijeme tvar (3).

Úkol. Zopakujte si geometrický význam násobeńı komplexńıch č́ısel, tyto znalosti pak
použijte k rozboru vztahu (3).

3. |a| = 1, a 6= 1: Lineárńı zobrazeńı popisuje otočeńı o úhel ϕ = arg a okolo bodu
z0, v př́ıpadě ϕ > 0 v kladném směru (proti směru hodinových ručiček), v př́ıpadě
ϕ < 0 v záporném směru (po směru hodinových ručiček)

4. arg a = 0 (tj. a ∈ R, a > 0): Lineárńı zobrazeńı popisuje stejnolehlost s koeficientem
a a středem z0

5. Obecný př́ıpad je složeńı otočeńı o úhel ϕ = arg a a stejnolehlosti s koeficientem |a|,
oboj́ı se středem v invariantńım bodu z0.

Závěr. Ukázali jsme, že lineárńı zobrazeńı popisuje v Gaussově rovině některé z po-
dobných zobrazeńı: posunut́ı, identitu, otočeńı, stejnolehlost, zobrazeńı složené z otočeńı
a stejnolehlosti se stejným středem. Zároveň jsme rozebrali, jak typ zobrazeńı souviśı
s koeficienty lineárńıho zobrazeńı.

Př́ıklady.
Otočeńı o úhel ϕ v kladném směru se středem v bodě z0 lze popsat pomoćı lineárńıho
zobrazeńı

f(z) = z0 + (cos(ϕ) + i sin(ϕ))(z − z0),

pokud toto otočeńı slož́ıme se stejnolehlost́ı s koeficientem k, dostaneme popis

f(z) = z0 + k(cos(ϕ) + i sin(ϕ))(z − z0),

samotnou stejnolehlost poṕı̌seme

f(z) = z0 + k(z − z0),

otočeńı v záporném směru poṕı̌seme

f(z) = z0 + (cos(ϕ)− i sin(ϕ))(z − z0).

Všechna výše uvedená zobrazeńı zachovávaj́ı pravotočivou orientaci. Př́ıkladem zobrazeńı,
které měńı tuto orientaci, je osová symetrie. Symetrii okolo reálné osy popisuje zobrazeńı

f(z) = z

Opačný problém. V daľśım se zaměř́ıme na rozbor opačného problému: máme zadané
podobné zobrazeńı v Gaussově rovině a hledáme lineárńı zobrazeńı, které ho popisuje.
Začneme připomenut́ım, co je podobné zobrazeńı.



Definice. Zobrazeńı bod̊u v rovině budeme nazývat podobným zobrazeńım, pokud existuje
k ∈ (0,+∞) takové, že pro libovolnou dvojici bod̊u X1, X2 a jejich obrazy Y1, Y2 plat́ı
pro vzdálenosti |X1X2|, |Y1Y2|

|Y1Y2| = k|X1X2|

Č́ıslo k nazýváme koeficientem podobného zobrazeńı.

Úkol. Zopakujte si vlastnosti podobných zobrazeńı: zobrazuje př́ımku na př́ımku, za-
chovává pořad́ı bod̊u na př́ımce, zachovává úhel př́ımek, trojúhelńık o vrcholech ABC
zobrazuje na trojúhelńık A′B′C ′, který je s ∆ABC podobný.

Ćıl. Ukážeme, že pro libovolnou čtveřici z1, z2, w1, w2 ∈ C, z1 6= z2, w1 6= w2 existuje
právě jedno podobné zobrazeńı, které

1. zobrazuje bod z1 na bod w1,

2. bod z2 na bod w2,

3. zachovává pravotočivou orientaci

a toto zobrazeńı lze popsat lineárńım zobrazeńım.

Na obrázku vlevo jsou znázorněny body z1, z2 doplněné bodem z na trojúhelńık, u vrcholu
z2 je vyznačena orientace úhlu. Vpravo jsou obrazy w1, w2 doplněné dvěma zp̊usoby na
trojúhelńık podobný s trojúhelńıkem z1z1z. Přitom pouze horńı trojúhelńık zachovává
orientaci úhlu.

Úkol. Rozmyslete si, že v́ıce zp̊usoby nelze doplnit úsečku w1w2 lze na trojúhelńık po-
dobný s trojúhelńıkem z1z2z. Odtud pak plyne, že podobné zobrazeńı maj́ıćı vlastnosti 1.
– 3. popsané výše existuje právě jedno.

Zbývá ukázat, že je možné toto zobrazeńı popsat pomoćı lineárńıho zobrazeńı a také
ukázat, jak.

Úkol. Rozmyslete si, že podobnost trojúhelńık̊u je relace, která je ekvivalenćı a že jed-
notlivé tř́ıdy ekvivalence lze charakterizovat komplexńım č́ıslem

z − z2
z1 − z2

(4)

Návod: Zopakujte si geometrický význam rozd́ılu a pod́ılu komplexńıch č́ısel a uvědomte
si, že argument č́ısla (4) je roven úhlu ve vrcholu v bodě z2, znaménko argumentu popisuje,



jestli se od ramene z1z2 k rameni zz2 dostaneme po, nebo proti směru hodinových ručiček,
absolutńı hodnota poměru (4) je rovna pod́ılu velikost́ı stran trojúhelńıku.

Poměr bod̊u. Předchoźı úvahy nás vedou k definici:
Poměrem navzájem r̊uzných bod̊u z1, z2, z3 v komplexńı rovině budeme rozumět pod́ıl

pomer(z1, z2, z3) =
z3 − z1
z2 − z1

(5)

Úkol. Rozmyslete si, že z podobnosti trojúhelńık̊u z1z2z, w1w2w plyne rovnost poměr̊u

w − w1

w2 − w1

=
z − z1
z2 − z1

(6)

Úkol. Upravte (6) na

w = w1 +
w2 − w1

z2 − z1
(z − z1) (7)

Z předchoźıho plyne tvrzeńı:

Věta. Necht’ z1 6= z2 jsou komplexńı č́ısla a w1, w2 jejich obrazy v podobném zobrazeńı.
Necht’ toto podobné zobrazeńı zachovává orientaci úhl̊u. Pak je toto zobrazeńı popsané
lineárńı funkćı

f(z) = w1 +
w2 − w1

z2 − z1
(z − z1)

Důsledek. K dvojici vzor̊u s obrazy z1, w1, z2, w2 existuje právě jedno podobné zobrazeńı
zachovávaj́ıćı pravotočivou orientaci. Typ tohoto zobrazeńı je dán pod́ılem (w2−w1)/(z2−
z1).

Př́ıklad. Pro dvojici vzor̊u a obraz̊u f(1 + i) = 2, f(1− i) = 3 vypočteme pod́ıl ze (7)

3− 2

1− i− (1 + i)
=

1

−2i
=

i

2

Př́ıslušné lineárńı zobrazeńı je tedy otočeńı o 90◦ složené se stejnolehlost́ı s koeficien-
tem 1/2. Otočeńı a stejnolehlost maj́ı společný střed. K jeho výpočtu nejdř́ıve naṕı̌seme
zobrazeńı ve tvaru (7)

f(z) = 2 +
i

2
(z − 1− i)

a z rovnice f(z0) = z0 vypočteme invariantńı bod

2 +
i

2
(z0 − 1− i) = z0

Invariantńı bod vyjde z0 = 11/5 + 3i/5.
Daná dvojice obraz̊u a vzor̊u určuje otočeńı okolo středu v bodě z0 o 90◦ v kladném směru
složené se stejnolehlost́ı s koeficientem 1/2 se stejným středem.


