Derivace funkce komplexni proménné
22. ifjna 2024

Okoli bodu z, € C je mnozina
B.(2) ={z€C: |z — 2| < ¢},
prstencové okoli je mnozina

P-(20) = B:(20) \ {20}

Definice limity. Komplexni ¢islo L nazveme limitou funkce f v bodé 2z, € C,
pokud plati

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € Ps(z0))(f(2) € B-(L))

Zapisujeme
L = lim f(2)

Z—r20

Nutna podminka existence limity. Okoli bodu i definice limity je stejnéd
jako u funkce dvou realnych proménnych. Proto je, jako v ptipadé funkce
dvou proménnych, nutnou podminkou existence limit po rovnobézkach s osami
a rovnost téchto limit.

lim f(z +iyo) = lim f(zo +1iy)

T—rT0

Definice derivace. Derivaci funkce f v bodé zy € C nazyvame komplexni

¢islo
f/(ZO) = lim f(Z) - f(ZO)
z2—20 Z— 2

Piiklady.

1. f(z) = 22, spocitdme limity po pifmkéch

i (x +1yo)? — (o + iyo)? ~ lim x? — xg + 2izyg — 2iT0Yo _

z=zo T+ 1Yo — (o + 1Yo) z—x0 T — T

lim (z + xo + 2iyo) = 220 + 21y = 22
T—T0



lim (w0 + iy)z — (o +'iy0)2 ~ lim 2izoy — ?ixoyo — 4y _
y=yo  To + 1y — (To + iyo) TTo i(y — o)
lim (2z0 + iy + iyo) = 2w + 2iyo = 229
T—IQ

Nutnéd podminka existence limity je splnéna. Derivace tedy mozna exis-
tuje a je rovna f'(zg) = 22¢. Existenci ukdzeme pozdéji.

. f(2) = z, spocitame limity po piimkach

. xdiy—wo+iyo .. T —iYo— (To — i)
lim - - = lim =1
e—z0 T + 1Yo — (To + 1Yo) z—0 T — T

. ®o+ iy — To + Yo . @ — iy — (o — iYo)

lim - - = lim . = -1
y—=vo To + 1y — (zo + iyo) T i(y — yo)

Zaver: funkce f(z) = Z nemd derivaci v zadném bodé z, € C.

.V obecném piipadé vyjadiime f(z) pomoci dvou redlnych funkei dvou
realnych proménnych

[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)
Limity po ptimkach jsou rovny

i & 90) + (@, yo) — (u(xo, o) + iv(w0,30)) _

z—x0 T+ iyo — (xo + iyo)

_ fim w(x, yo) — u(wo, yo) + i(v(x,yo) — v(xo, Yo))
T—T0 T — To

_ Ou | Ov

T e
lim u(o,y) +iv(wo,y) — (u(zo, Yo) + 1v(z0, Y0)) _
Y=o xo + iy — (To + iyo)

—  lim u(xo, y) — u(wo, Yo) + i(v(zo,y) — v(wo,Yo))
y=yo i(y — v)

_ 1ou  Ov

= o oy

Rovnost limit zapiseme

ou N Ov  10u N v

_ 11— = —— R
Oor Odxr 10y Oy

Odtud porovnanim realné a imaginarni ¢asti dostaneme

o _o o o "
oxr 0y’ ox 0Oy



Cauchy-Riemannovy podminky. Nutnou podminkou existence derivace
funkce f = u + v v bodé z je splnéni podminek (1) v tomto bodé. Tyto
podminky nazyvame Cauchy-Riemannovymi podminkami.

Dikaz plyne z ptedchoziho.

Nutnd a postacujici podminka existence derivace. Funkce f(x+iy) =
u(z,y) + iv(z,y) ma v bodé z = x + iy derivaci podle komplexni proménné
prave kdyz maji funkce u, v v bodé [z, y| derivaci a jejich parcidlni derivace
splinuji Cauchy-Riemannovy podminky.

Dikaz. Funkce f ma derivaci v bodé z rovnu D pravé kdyz rozdil

fz+4Az) - f(2)

A = - D 2
r(Az, 2) A (2)
splnuje
AILIEOT(AZ, z2)=0 (3)
Z (2) vyjadiime
flz+ Az) = f(2) + DAz + r(Az, 2)Az (4)
Vztah (4) prevedeme do redlného maticového tvaru. Zde je z = x + iy,

Az = Az +iAy, f=u+iv, D = Dy + 1D,

u(r + Az, y + Ay)
v(r + Az, y + Ay)

u(z,y) n D, —-D, Ax n Re(r(Az, 2)Az) (5)
v(x,y) D, D, Ay Im(r(Az, z)Az)
V analyze funkci dvou proménnych je derivace funkce u definovana jako
linedrni zobrazeni dané vektorem L = (L, La,) spliujici

u(z + Az, y + Ay) = u(z,y) + L1,Ax + Lo, Ay + Ry (z,y, Az, Ay)(6)
R, (z,y, Az, Ay)

lim =0 7
(A Ay—00)  |Az|+ Ayl (7)

Analogicky pro funkeci v. Prepiseme (6) do maticového tvaru

u(r + Aw,y + Ay)
v(z + Az,y + Ay)

(e ) (e b ) (R0) 4 (felomandn )



K dokonceni dikazu si staci uvédomit, ze podminky (3), (7) na rezida jsou
ekvivalentni a rovnost matic

Dx _Dy _ Llu L2u
Dy Dm N le L2v

je ekvivalentni s Cauchy-Riemannovymi podminkami.

Postacujici podminka existence derivace. Postacujici podminkou exis-
tence derivace funkce f podle komplexni proménné v bodé z = = + iy je
ou OJu Ov OJv

spojitost parcidlnich derivaci §, 5y oy ow v bodé [z,y| a splnéni Cauchy-

Riemannovych podminek v tomto bodé.

Diikaz. Spojitost parcialnich derivaci funkci u, v je postacujici podminkou
existence derivace téchto funkci. Tvrzeni pak plyne z predchozi véty o nutné
a postacujici podmince.

Jesté jeden pohled na derivaci jako linearni zobrazeni. Piipomenme,
ze zobrazeni L na vektorovém prostoru V' nad télesem T nazyvame linedrnim
zobrazenim, pokud spliuje

1. L(a+b) = L(a) + L(b) pro a,b € V
2. L(aa) =al(a)proaeV,aeT

Uvazujme nyni vektorovy prostor V) = C, ktery je izomorfni s prostorem V5 =
R? (tento izomorfismus jsme vySe pouzivali piepisovanim derivaci v kom-
plexnim oboru na maticovou variantu v realném oboru).

Zamétrime se na druhou podminku linearity a jeji odlisSnost pro télesa R
a C. Pro @ =i a z = x + iy je maticovy tvar iz = ix — y nasledujici

()=(7)

Uvazujme linedrni zobrazeni L na prostoru R? nad télesem redlnych éisel

T Lix + Loy
L =

Podminku L(iz) = iL(z) nad télesem komplexnich ¢isel zapiSseme v mati-

covém realném tvaru
—y \ _ [ —(Lsx + Lay)
L( x) o ( Lix + Loy (10)



Levou stranu (10) vyjadiime pomoci (9) a pravou stranu upravime (roznasobime

zévorku)
—Lly + LQZE _ —LgZL‘ — L4y
—Lgy + L4I LlfL‘ + L2y
Odtud porovnanim koeficientu u z a y dostaneme Cauchy-Riemannovy podminky

Ly= 1Ly, Ly=—1Ls



