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22. ř́ıjna 2024

Okoĺı bodu z0 ∈ C je množina

Bε(z0) ≡ {z ∈ C : |z − z0| < ε} ,

prstencové okoĺı je množina

Pε(z0) ≡ Bε(z0) \ {z0}.

Definice limity. Komplexńı č́ıslo L nazveme limitou funkce f v bodě z0 ∈ C,
pokud plat́ı

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ Pδ(z0))(f(z) ∈ Bε(L))

Zapisujeme
L = lim

z→z0
f(z)

Nutná podmı́nka existence limity. Okoĺı bodu i definice limity je stejná
jako u funkce dvou reálných proměnných. Proto je, jako v př́ıpadě funkce
dvou proměnných, nutnou podmı́nkou existence limit po rovnoběžkách s osami
a rovnost těchto limit.

lim
x→x0

f(x+ iy0) = lim
y→y0

f(x0 + iy)

Definice derivace. Derivaćı funkce f v bodě z0 ∈ C nazýváme komplexńı
č́ıslo

f ′(z0) ≡ lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

Př́ıklady.

1. f(z) = z2, spoč́ıtáme limity po př́ımkách

lim
x→x0

(x+ iy0)
2 − (x0 + iy0)

2

x+ iy0 − (x0 + iy0)
= lim

x→x0

x2 − x2
0 + 2ixy0 − 2ix0y0

x− x0

=

lim
x→x0

(x+ x0 + 2iy0) = 2x0 + 2iy0 = 2z0
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lim
y→y0

(x0 + iy)2 − (x0 + iy0)
2

x0 + iy − (x0 + iy0)
= lim

x→x0

2ix0y − 2ix0y0 − y2 + y20
i(y − y0)

=

lim
x→x0

(2x0 + iy + iy0) = 2x0 + 2iy0 = 2z0

Nutná podmı́nka existence limity je splněna. Derivace tedy možná exis-
tuje a je rovna f ′(z0) = 2z0. Existenci ukážeme později.

2. f(z) = z, spoč́ıtáme limity po př́ımkách

lim
x→x0

x+ iy0 − x0 + iy0

x+ iy0 − (x0 + iy0)
= lim

x→x0

x− iy0 − (x0 − iy0)

x− x0

= 1

lim
y→y0

x0 + iy − x0 + iy0

x0 + iy − (x0 + iy0)
= lim

y→y0

x0 − iy − (x0 − iy0)

i(y − y0)
= −1

Závěr: funkce f(z) = z nemá derivaci v žádném bodě z0 ∈ C.

3. V obecném př́ıpadě vyjádř́ıme f(z) pomoćı dvou reálných funkćı dvou
reálných proměnných

f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y)

Limity po př́ımkách jsou rovny

lim
x→x0

u(x, y0) + iv(x, y0)− (u(x0, y0) + iv(x0, y0))

x+ iy0 − (x0 + iy0)
=

= lim
x→x0

u(x, y0)− u(x0, y0) + i(v(x, y0)− v(x0, y0))

x− x0

=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

lim
y→y0

u(x0, y) + iv(x0, y)− (u(x0, y0) + iv(x0, y0))

x0 + iy − (x0 + iy0)
=

= lim
y→y0

u(x0, y)− u(x0, y0) + i(v(x0, y)− v(x0, y0))

i(y − y0)

=
1

i

∂u

∂y
+

∂v

∂y

Rovnost limit zaṕı̌seme

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

1

i

∂u

∂y
+

∂v

∂y

Odtud porovnáńım reálné a imaginárńı části dostaneme

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂v

∂x
= −

∂u

∂y
(1)
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Cauchy-Riemannovy podmı́nky. Nutnou podmı́nkou existence derivace
funkce f = u + iv v bodě z je splněńı podmı́nek (1) v tomto bodě. Tyto
podmı́nky nazýváme Cauchy-Riemannovými podmı́nkami.

Důkaz plyne z předchoźıho.

Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka existence derivace. Funkce f(x+ iy) =
u(x, y) + iv(x, y) má v bodě z = x + iy derivaci podle komplexńı proměnné
právě když maji funkce u, v v bodě [x, y] derivaci a jejich parciálńı derivace
splňuj́ı Cauchy-Riemannovy podmı́nky.

Důkaz. Funkce f má derivaci v bodě z rovnu D právě když rozd́ıl

r(∆z, z) =
f(z +∆z)− f(z)

∆z
−D (2)

splňuje
lim
∆z→0

r(∆z, z) = 0 (3)

Z (2) vyjádř́ıme

f(z +∆z) = f(z) +D∆z + r(∆z, z)∆z (4)

Vztah (4) převedeme do reálného maticového tvaru. Zde je z = x + iy,
∆z = ∆x+ i∆y, f = u+ iv, D = Dx + iDy

(

u(x+∆x, y +∆y)
v(x+∆x, y +∆y)

)

=

(

u(x, y)
v(x, y)

)

+

(

Dx −Dy

Dy Dx

)(

∆x

∆y

)

+

(

Re(r(∆z, z)∆z)
Im(r(∆z, z)∆z)

)

(5)

V analýze funkćı dvou proměnných je derivace funkce u definovaná jako
lineárńı zobrazeńı dané vektorem L = (L1u, L2u) splňuj́ıćı

u(x+∆x, y +∆y) = u(x, y) + L1u∆x+ L2u∆y +Ru(x, y,∆x,∆y)(6)

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

Ru(x, y,∆x,∆y)

|∆x|+ |∆y|
= 0 (7)

Analogicky pro funkci v. Přeṕı̌seme (6) do maticového tvaru

(

u(x+∆x, y +∆y)
v(x+∆x, y +∆y)

)

=

(

u(x, y)
v(x, y)

)

+

(

L1u L2u

L1v L2v

)(

∆x

∆y

)

+

(

Ru(x, y,∆x,∆y)
Rv(x, y,∆x,∆y)

)

(8)
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K dokončeńı d̊ukazu si stač́ı uvědomit, že podmı́nky (3), (7) na rezida jsou
ekvivalentńı a rovnost matic

(

Dx −Dy

Dy Dx

)

=

(

L1u L2u

L1v L2v

)

je ekvivalentńı s Cauchy-Riemannovými podmı́nkami.

Postačuj́ıćı podmı́nka existence derivace. Postačuj́ıćı podmı́nkou exis-
tence derivace funkce f podle komplexńı proměnné v bodě z = x + iy je
spojitost parciálńıch derivaćı ∂u

∂x
, ∂u

∂y
, ∂v

∂y
, ∂v

∂x
v bodě [x, y] a splněńı Cauchy-

Riemannových podmı́nek v tomto bodě.

Důkaz. Spojitost parciálńıch derivaćı funkćı u, v je postačuj́ıćı podmı́nkou
existence derivace těchto funkćı. Tvrzeńı pak plyne z předchoźı věty o nutné
a postačuj́ıćı podmı́nce.

Ještě jeden pohled na derivaci jako lineárńı zobrazeńı. Připomeňme,
že zobrazeńı L na vektorovém prostoru V nad tělesem T nazýváme lineárńım
zobrazeńım, pokud splňuje

1. L(a+ b) = L(a) + L(b) pro a, b ∈ V

2. L(αa) = αL(a) pro a ∈ V , α ∈ T

Uvažujme nyńı vektorový prostor V1 = C, který je izomorfńı s prostorem V2 =
R

2 (tento izomorfismus jsme výše použ́ıvali přepisováńım derivaćı v kom-
plexńım oboru na maticovou variantu v reálném oboru).

Zaměř́ıme se na druhou podmı́nku linearity a jej́ı odlǐsnost pro tělesa R

a C. Pro α = i a z = x+ iy je maticový tvar iz = ix− y následuj́ıćı

i

(

x

y

)

=

(

−y

x

)

Uvažujme lineárńı zobrazeńı L na prostoru R
2 nad tělesem reálných č́ısel

L

(

x

y

)

=

(

L1x+ L2y

L3x+ L4y

)

(9)

Podmı́nku L(iz) = iL(z) nad tělesem komplexńıch č́ısel zaṕı̌seme v mati-
covém reálném tvaru

L

(

−y

x

)

=

(

−(L3x+ L4y)
L1x+ L2y

)

(10)
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Levou stranu (10) vyjádř́ıme pomoćı (9) a pravou stranu uprav́ıme (roznásob́ıme
závorku)

(

−L1y + L2x

−L3y + L4x

)

=

(

−L3x− L4y

L1x+ L2y

)

Odtud porovnáńım koeficient̊u u x a y dostaneme Cauchy-Riemannovy podmı́nky

L1 = L4, L2 = −L3
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