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Definice holomorfńı funkce. Necht’ G ⊆ C je otevřená množina. Funkci
f : G → C nazveme holomorfńı funkćı na množýině G, pokud pro každé
z ∈ G existuje derivace f ′(z).

Věta o holomorfńı funkci. (V [JV-UKP] věta 5.9.8) Necht’ G ⊆ C je
otevřená množina. Necht’ f : G→ C je funkce. Pak jsou následuj́ıćı podmı́nky
ekvivalentńı.

1. Funkce f je holomorfńı na množině G (tj. má na G prvńı derivaci).

2. Funkce f má na G derivaci všech řád̊u.

3. Necht’ z0 ∈ G, r > 0 splňuje Br(z0) ⊆ G, necht’ z ∈ B(z0, r). Pak plat́ı

f(z) =
∞
∑

k=0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)

k

To znamená, že Taylorova řada funkce f v libovolném bodě z0 ∈ G
konverguje k f na libovolném kruhu, který se celý vejde do G.

Př́ıklady, které ukazuj́ı, že v reálném oboru věta neplat́ı.

1. Funkce f(x) = x|x| má derivaci na R rovnu f ′(x) = 2|x|, ale v bodě
x = 0 nemá druhou derivaci.

2. Funkce

f(x) =

{

exp(−1/x2) x 6= 0
0 x = 0

má na R derivace všech řád̊u. Taylorova řada funkce f v bodě x = 0 je
T (x) = 0 a tedy pro x 6= 0 je T (x) 6= f(x).

Věta (daľśı vlastnosti holomorfńıch funkćı). Necht’ je f holomorfńı na
otevřené množině G. Pak plat́ı

1. Funkce f je spojitá na G.

Důkaz (rozmyslete podrobnosti): z existence derivace plyne limz→z0
(f(z)−

f(z0)) = 0 a odtud plyne spojitost f v bodě z0.
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2. Existuje funkce F : G → C, pro niž plat́ı F ′ = f . Funkci F nazýváme
primitivńı funkćı k funkci f na množině G.

3. Pro spojitou funkci ϕ : [0, 1] → G plat́ı

∫ 1

0

f(ϕ(t)) dt = F (ϕ(1))− F (ϕ(0))

Poznámka: funkci ϕ budeme nazývat křivkou. Geometrické představě
křivky odpov́ıdá obor hodnot funkce ϕ, která je parametrickým popi-
sem křivky. Podle vlastnost́ı funkce ϕ budeme mluvit o spojité křivce,
diferencovatelné křivce.

4. Pro libovolnou uzavřenou křivku popsanou spojitou funkćı ϕ : [0, 1] →
G, ϕ(0) = ϕ(1) plat́ı

∫ 1

0

f(ϕ(t)) dt = 0

5. Mějme dvě spojité diferencovatelné křivky s počátečńım bodem z0 ∈ G:
ϕ : [0, 1] → G, ψ : [0, 1] → G, ϕ(0) = ψ(0) = z0. Úhel, který sv́ıraj́ı
v bodě z0 označ́ıme α

α = arg

(

ϕ′(0)

ψ′(0)

)

(1)

Necht’ f ′(z0) 6= 0.

Pak křivky f(ϕ), f(ψ) sv́ıraj́ı v bodě f(z0) úhel α.

Důkaz tvrzeńı: úhel křivek f(ϕ), f(ψ) v bodě f(z0) spoč́ıtáme jako v (1)

arg

(

(f(ϕ))′+(0)

(f(ψ))′+(0)

)

Použijeme pravidlo pro derivaci složené funkce a pokrát́ıme nenulovým
f ′(z0)

(f(ϕ))′+(0)

(f(ψ))′+(0)
=
f ′(z0)ϕ

′

+(0)

f ′(z0)ψ′

+(0)
=
ϕ′

+(0)

ψ′

+(0)

Odtud dostaneme, že úhel vzor̊u se rovná úhlu obraz̊u

α = arg

(

ϕ′(0)

ψ′(0)

)

= arg

(

(f(ϕ))′+(0)

(f(ψ))′+(0)

)

Př́ıklad. Zvolte bod z0 = x0+ iy0 6= 0 a vypočtěte úhel, který sv́ıraj́ı v bodě
z0 křivky

ϕ(t) = (x0 + i(y0 + t))2, ψ(t) = (x0 + t+ iy0)
2,
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Totéž proved’te pro bod z0 = 0.

Př́ıklad. Necht’ funkce f má v bodě z0 derivaci f ′(z0). Necht’ ϕ : [0, 1] → C,
ϕ(0) = z0 je křivka s počátečńım bodem z0. Necht’ existuje derivace (podle
reálné proměnné) t ≡ ϕ′

+(0) 6= 0, t ∈ C. Polohový vektor č́ısla t je (po
rovnoběžném přeneseńı do p̊usobǐstě v bodě z0) tečným vektorem ke křivce
ϕ v bodě z0 = ϕ(0).

Vypočteme tečný vektor ke křivce ψ(t) = f(ϕ(t)) v bodě z0. Použijeme
pravidlo derivace složené funkce ψ′(t) = f ′(ϕ(t))ϕ′(t). Dosazeńım t = 0 do-
staneme

ψ′

+(0) = f ′(ϕ(0))ϕ′

+(0) = f ′(z0)ϕ
′

+(0) (2)

Uvažujme nyńı př́ıpad f ′(z0) 6= 0. Ze vztahu (2) plyne, že tečna ke křivce
φ v bodě z0 s tečnou k obrazu ψ = f(φ) v bodě f(z0) sv́ıraj́ı úhel

α = arg(f ′(z0))

Uvažujte dvě př́ımky (kreslete obrázek) prot́ınaj́ıćı se v bodě z0 pod úhlem
β. Funkce f zobraźı z0 do bodu f(z0) (stále kreslete) a tečny k obraz̊um
p̊uvodńıch př́ımek se obě otoč́ı ve stejném směru o stejný úhel α. Odtud
plyne, že po zobrazeńı holomorfńı funkćı f sv́ıraj́ı tečny k obraz̊um stejný
úhel jako tečny ke vzor̊um.
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