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Definice holomorfni funkce. Necht G C C je oteviend mnozina. Funkci
f : G — C nazveme holomorfni funkci na mnozyiné G, pokud pro kazdé
z € G existuje derivace f'(z).

Véta o holomorfni funkci. (V [JV-UKP] véta 5.9.8) Necht G C C je
oteviena mnoZina. Necht f : G — C je funkce. Pak jsou nésledujici podminky
ekvivalentni.

1. Funkce f je holomorfni na mnoziné G (tj. ma na G prvni derivaci).
2. Funkce f mé na G derivaci vSech tadu.

3. Necht zg € G, r > 0 spliiuje B,(z) C G, necht z € B(zg, 7). Pak plati
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To znamend, ze Taylorova rada funkce f v libovolném bodé z, € G
konverguje k f na libovolném kruhu, ktery se cely vejde do G.

Piiklady, které ukazuji, ze v realném oboru véta neplati.

1. Funkce f(x) = z|x| ma derivaci na R rovnu f'(z) = 2|z|, ale v bodé
x = 0 nema druhou derivaci.

2. Funkce
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ma na R derivace vSech radu. Taylorova rada funkce f v bodé x = 0 je
T(x) =0 a tedy pro z # 0 je T'(z) # f(x).

Véta (dalsi vlastnosti holomorfnich funkci). Necht je f holomorfni na
oteviené mnoziné G. Pak plati
1. Funkce f je spojita na G.

Diikaz (rozmyslete podrobnosti): z existence derivace plyne lim, ., (f(z)—
f(20)) = 0 a odtud plyne spojitost f v bodé z.



2. Existuje funkce F': G — C, pro niz plati F’ = f. Funkci F' nazyvdme
primitivni funkei k funkci f na mnoziné G.

3. Pro spojitou funkei ¢ : [0,1] — G plati
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Poznédmka: funkci ¢ budeme nazyvat kiivkou. Geometrické predstave
ktivky odpovida obor hodnot funkce ¢, ktera je parametrickym popi-
sem kiivky. Podle vlastnosti funkce ¢ budeme mluvit o spojité kiivce,
diferencovatelné krivce.

4. Pro libovolnou uzavienou kfivku popsanou spojitou funkei ¢ : [0, 1] —
G, ¢(0) = ¢(1) plati
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5. Méjme dvé spojité diferencovatelné kiivky s pocatecnim bodem zy € G-
¢ :[0,1] = G, ¢ :[0,1] = G, ¢(0) = 1(0) = zp. Uhel, ktery sviraji

v bodé zy oznacime o
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Necht f'(z) # 0.
Pak kiivky f(¢), f(v) sviraji v bodé f(zo) tihel a.
Drikaz tvrzeni: tihel kiivek f(p), (1) v bodé f(zy) spocitame jako v (1)
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Pouzijeme pravidlo pro derivaci slozené funkce a pokratime nenulovym

f'(20)
(f(©)}(0) _ f'(20)¢/ (0) _ £(0)
(f())(0)  f(20)0 (0)  ¢(0)

Odtud dostaneme, ze hel vzoru se rovna hlu obrazu
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Priklad. Zvolte bod 2y = xg+ 1y # 0 a vypoctéte thel, ktery sviraji v bodé
zo krivky

p(t) = (20 +ilyo +1)%,  ¥(t) = (w0 +1 +iyo)’,



Totéz proved'te pro bod zy = 0.

Priklad. Necht funkce f ma v bodé zy derivaci f'(zg). Necht ¢ : [0,1] — C,
©(0) = z je kiivka s pocdtecnim bodem zy. Necht existuje derivace (podle
realné promeénné) t = ¢/ (0) # 0, t € C. Polohovy vektor ¢isla t je (po
rovnobézném pieneseni do pusobisté v bodé z) te¢nym vektorem ke kiivce
¢ v bodé zy = ¢(0).

Vypocteme teény vektor ke kiivece (¢ ) f(o(
pravidlo derivace slozené funkce ¢'(t) = f'(¢(t))¢’
staneme

t)) v bodé zy. Pouzijeme
(). Dosazenim t = 0 do-
V4 (0) = F(@(0)#(0) = f(20)#'4(0) (2)
Uvazujme nyni pripad f’(z) # 0. Ze vztahu (2) plyne, Ze tecna ke kiivce

¢ v bodé zy s tecnou k obrazu ¢ = f(¢) v bodé f(zy) sviraji uhel

a = arg(f(z0))

Uvazujte dvé piimky (kreslete obrazek) protinajici se v bodé 2y pod thlem
B. Funkce f zobrazi zy; do bodu f(zy) (stdle kreslete) a teény k obrazum
puvodnich piimek se obé otoci ve stejném sméru o stejny thel «. Odtud
plyne, Ze po zobrazeni holomorfni funkci f sviraji tecny k obrazum stejny
thel jako teény ke vzorum.



