Spojitost funkce komplexni proménné
a jeji procviceni v dukazu zakladni véty algebry

21. ffjna 2024

Okoli bodu z; € C je mnozina
B.(2) ={2€C: |z — 2| <e¢}
Poznamky.

1. Geometricky vyznam absolutni hodnoty |z — 2o| je vzdalenost bodu z,
2o v Gaussové (komplexni) roviné. Epsilon okolim bodu z je tedy kruh
se stfedem v bodé z; a polomérem e.

2. Zmaceni B je z anglického ball. Pouziva se téz U, tedy U.(29), odvozené
z némeckého umgebung.

Definice spojitosti. Rekneme, ze funkce f je spojitd v bodé zo € C, pokud
plati
(Ve > 0)(35 > 0)(Vz € Bs(20))(f(2) € B:(f(20))

Pomoci absolutni hodnoty vyrok zapiseme

(Ve >0)(3 > 0)(Vz € C)(|]z — 20l <d = |f(2) — f(20)] <)

Priklady.

1. Konstantni funkce f(z) = ¢ je spojitd ve vsech bodech defini¢niho
oboru z € C. Plyne to z: ¢ € B.(c), pfipadné z |c — ¢| =0 < e.

2. Identita f(z) = z je spojitd ve vSech bodech defini¢niho oboru z € C.
K € > 0 zvolime v definici spojitosti = . Vyrok

(Vz € Bs(20))(f(2) € B=(f (%))

pro takto zvolené § plati, protoze po dosazeni 6 = ¢ a f(z) = =z
dostavame platny vyrok

(Vz € B-(20))(% € Be(2))



Véta o spojitosti a aritmetickych operacich. Necht jsou funkce f, g
spojité v bodeé zy € C. Pak jsou v bodé zy spojité i funkce f+ g, f —g, fg a
za predpokladu g(zp) # 0 je spojitda i f/g.

Disledek. Polynom P je spojity ve vsech bodech definiéniho oboru C

n

P(z) = Z apz®

k=0

Dikaz. Staci si uvédomit, ze polynom lze ziskat s¢itdnim a nasobeni z kon-
stantnich funkei a identické funkce a pouzit vétu o spojitosti a aritmetickych
operacich.

Priklad. Necht P je polynom spliujici P(0) = ag # 0. Zvolme ¢ = |ag|/2.
Na obrézku vlevo je zndzornéno okoli B.(ag). Z definice spojitosti plyne, ze
existuje kladné ¢ takové, ze pro z lezici v kruhu |z| < 0 plati P(z) € B.(ao).
Im P(2)

+Im 2

i

Re P(z)

Spojita vétev argumnetu na obrazu kruznice o poloméru r < § a paramet-
rickych rovnicich

z(t) = r(cos(t) +isin(t)), t € 0,27
tedy na kiivce
w(t) = P(r(cos(t) +isin(t))), t€]0,2n]

nabyva hodnot z intervalu (arg(ag) — ¢, arg(ag) + ), kde thel ¢ uréime
z trojuhelniku ¢drkovaného na levém obrézku a je roven ¢ = m/6. Proto
spojitd vétev argumentu na této kiivce spliuje arg(w(0)) = arg(w(2m)).

Zaver: Priklad ukézal, ze obrazy kruznic o dostate¢né malém poloméru
neobéhnou pocatek — vsechny obrazy zustavaji v okoli B:(ay).



Priklad. Nyni se zamérime na kruznice o velkém poloméru. Upravime
polynom stupné n > 1 (tedy a,, # 0)

n n a
kg
P(z) = E apz’ = a," E Bk —
a
k=0 k=0 "
Qo

(14 20+ D2 21

a’TL n n

Pomoci pomocného polynomu

Qe Gy ap
Qw) =1+ —=w+ —Zw? + -+ Zw" =
an an, an

zapiseme pro z # 0 hodnotu P(z)
P(z) = anz"Q(1/2) (1)
Zvolime € = 1/2. Ze spojitosti polynomu ) v bodé wy = 0 plyne existence
0 > 0 takového, ze pro w € C plati
0] < 6 = |Q(w) - Q)| < = 5
Rozebereme vztahy v této implikaci:

lw| < 6 (2)

1

Q(w) ~ Q)| < 5 3)

Dosazenim w = 1/z do (2) dostaneme vztah E| < 0, ktery je ekvivalentni se

vztahem

2 > &
Z J—
1)

Dosazenim w = 1/z a Q(0) = 1 do (3) dostaneme vztah
1
QU/z) —1 < 5
ktery vynasobime vyrazem |a,z"|
1
|a,2"Q(1/2) — a,2"| < 5‘(1”2”’
Zde za a,z"Q(1/z) dosadime z (1) a dostaneme
n 1 n
|P(2) — an2"| < §|anz |
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Im P(2)

Re P(2)

Zaver: Piiklad ukézal, ze body zy = r(cos(t) + isin(t)) kruznice o do-
statecné velkém poloméru (r > 1/6) se polynomem P zobrazi do okoli
B.(a,zy) o poloméru € = |a,zy|/2.

Dalsi priklad neni na spojitost funkce. Vyuziva ale predchozi priklad,

proto ho zafadime do tohoto textu. Na levém obrézku je kiivka (kruznice) o
parametrickych rovnicich

z(t) = r(cos(t) + isin(t)), t € 10,27
Na pravém obrazku je kiivka, kterd je obrazem kruznice v polynomu P.!

w(t) = P(2(t)) = P(r(cos(t) + isin(t))), t € 0,27

Tm P(2)

\ >

I Ptesny piedpis polynomu neni dilezity, uvedeme jen to, ze je patého stupné.
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V dalsim ukdzeme, ze na kiivee w(t) je mozné definovat spojitou vétev
argumentu. Nejdiive uvedeme definici.

Definice. (Spojitd vétev argumnetu na kiivce v komplexni roviné.)

Necht w : [a,b] — C je funkce, kterd (redlnému) ¢islu ¢ € [a, b prifadi kom-
plexni ¢islo w(t). Spojitou funkci A : [a,b] — R spliujici A(t) € Arg(w(t))
nazyvame spojitou vétvi argumentu na krivce w.

Bod w(0) = P(2(0)) = P(r) lezi v kruznici o sttedu v bodé a,(2(0))" =
a,r"™ a poloméru |a,|r" /2. Rozmyslete si, ze takova kruznice muze mit nepréz-
dny prunik nejvyse s dvéma kvadranty. V téchto kvadrantech jsme napsali
predpis spojité vétve argumentu. Mame tedy predpis spojité vétve argumentu
kiivky w na intervalu [0,¢;]. Pfesnd hodnota ¢; neni v nasich dvahach pod-
statnd. Pro tuto polohu bodu a,, ji uréime z obrazku t; = (7/3 —arg(a,))/n.

Imw

Rew

Spojitou vétev argumnetu prodlouzime na interval ¢ € [0,¢; + 7/(2n)]
pouzitim predpisu na poloroviné Im(w) > 0. A podobné na dalsich poloro-
vindch, az ziskdme spojitou vétev argumentu pro cely interval [0, 27].

Imw

Rew




Nasim dalsim cilem, je ukazat, ze poc¢et obéhu kiivky okolo poc¢atku, ktery
je roven
A(2m) — A(0)
2m

je roven stupni polynomu n.

Z predchoziho vykladu plyne

A(0) € (arg(an) — /6, arg(an) + m/6)
A(t) € (arg(an) — m/6 + nt, arg(a,) + m/6 + nt)
A(2r) € (arg(ay,) — 7/6 4 2mn, arg(a,) + 7/6 + 27n)

Graf funkce A (spojitd vétev argumentu na kiivce w) tedy lezi mezi spodni

a horni ¢arkovanou useckou.

arg(ag) + 27 -,

arg(ag) + /6 /7
arg(a) {,
arg(ag) — /6 t

27 /n

Déle vime, ze kiivka w je uzaviend, tedy jeji pocatecni a koncovy bod
splyvaji w(0) = w(2m). Odtud plyne rovnost mnozin Arg(w(27)) = Arg(w(0)).
Rozdil A(27) — A(0) je tedy celistvym nésobkem 2.

Z vyse uvedenych intervalu pro A(27), A(0) pak plyne

A(2m) — A(0)
2

=N

Nyni definujme funkei p, kterd poloméru r > 0 prifadi pocet obéhu kiivky
w kolem pocatku. Ukazali jsme, ze pro malé poloméry r je p(r) = 0 a pro

velké polomeéry je p(r) = n.
K dokonceni dukazu zédkladni véty algebry je tfeba ukézat
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1. Funkce p je dobte definovana pro vSechny poloméry r za predpokladu,
ze ktivka w neprochézi pocatkem.

2. Na kazdém intervalu I = (ry,ry) takovém, Ze pro vSechny poloméry
r € I kiivka w neprochazi pocatkem je funkce p spojita.

Odtud plyne, ze pro alespon jeden polomér prochazi krivka w pocatkem a
odtud plyne tvrzeni zakladni véty algebry.



