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a jej́ı procvičeńı v d̊ukazu základńı věty algebry
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Okoĺı bodu z0 ∈ C je množina

Bε(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < ε}

Poznámky.

1. Geometrický význam absolutńı hodnoty |z − z0| je vzdálenost bod̊u z,
z0 v Gaussově (komplexńı) rovině. Epsilon okoĺım bodu z0 je tedy kruh
se středem v bodě z0 a poloměrem ε.

2. Značeńı B je z anglického ball. Použ́ıvá se též U , tedy Uε(z0), odvozené
z německého umgebung.

Definice spojitosti. Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě z0 ∈ C, pokud
plat́ı

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ Bδ(z0))(f(z) ∈ Bε(f(z0))

Pomoćı absolutńı hodnoty výrok zaṕı̌seme

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z ∈ C)(|z − z0| < δ =⇒ |f(z)− f(z0)| < ε)

Př́ıklady.

1. Konstantńı funkce f(z) = c je spojitá ve všech bodech definičńıho
oboru z ∈ C. Plyne to z: c ∈ Bε(c), př́ıpadně z |c− c| = 0 < ε.

2. Identita f(z) = z je spojitá ve všech bodech definičńıho oboru z ∈ C.
K ε > 0 zvoĺıme v definici spojitosti δ = ε. Výrok

(∀z ∈ Bδ(z0))(f(z) ∈ Bε(f(z0))

pro takto zvolené δ plat́ı, protože po dosazeńı δ = ε a f(z) = z
dostáváme platný výrok

(∀z ∈ Bε(z0))(z ∈ Bε(z0))
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Věta o spojitosti a aritmetických operaćıch. Necht’ jsou funkce f , g
spojité v bodě z0 ∈ C. Pak jsou v bodě z0 spojité i funkce f + g, f − g, fg a
za předpokladu g(z0) 6= 0 je spojitá i f/g.

Důsledek. Polynom P je spojitý ve všech bodech definičńıho oboru C

P (z) =
n

∑

k=0

akz
k

Důkaz. Stač́ı si uvědomit, že polynom lze źıskat sč́ıtáńım a násobeńı z kon-
stantńıch funkćı a identické funkce a použ́ıt větu o spojitosti a aritmetických
operaćıch.

Př́ıklad. Necht’ P je polynom splňuj́ıćı P (0) = a0 6= 0. Zvolme ε = |a0|/2.
Na obrázku vlevo je znázorněno okoĺı Bε(a0). Z definice spojitosti plyne, že
existuje kladné δ takové, že pro z lež́ıćı v kruhu |z| < δ plat́ı P (z) ∈ Bε(a0).

1

i a0

ε = |a0|/2

ReP (z)

ImP (z)

1

i

r

δ

Re z

Im z

Spojitá větev argumnetu na obrazu kružnice o poloměru r < δ a paramet-
rických rovnićıch

z(t) = r(cos(t) + i sin(t)), t ∈ [0, 2π]

tedy na křivce

w(t) = P (r(cos(t) + i sin(t))), t ∈ [0, 2π]

nabývá hodnot z intervalu (arg(a0) − ϕ, arg(a0) + ϕ), kde úhel ϕ urč́ıme
z trojúhelńıku čárkovaného na levém obrázku a je roven ϕ = π/6. Proto
spojitá větev argumentu na této křivce splňuje arg(w(0)) = arg(w(2π)).

Závěr: Př́ıklad ukázal, že obrazy kružnic o dostatečně malém poloměru
neoběhnou počátek – všechny obrazy z̊ustávaj́ı v okoĺı Bε(a0).
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Př́ıklad. Nyńı se zaměř́ıme na kružnice o velkém poloměru. Uprav́ıme
polynom stupně n ≥ 1 (tedy an 6= 0)

P (z) =
n

∑

k=0

akz
k = anz

n

n
∑

k=0

ak
an

zk−n =

anz
n

(

1 +
an−1

an
(1/z) +

an−2

an
(1/z)2 + · · ·+

a0
an

(1/z)n
)

Pomoćı pomocného polynomu

Q(w) = 1 +
an−1

an
w +

an−2

an
w2 + · · ·+

a0
an

wn =
n

∑

k=0

an−k

an
wk

zaṕı̌seme pro z 6= 0 hodnotu P (z)

P (z) = anz
nQ(1/z) (1)

Zvoĺıme ε = 1/2. Ze spojitosti polynomu Q v bodě w0 = 0 plyne existence
δ > 0 takového, že pro w ∈ C plat́ı

|w − 0| < δ =⇒ |Q(w)−Q(0)| < ε =
1

2

Rozebereme vztahy v této implikaci:

|w| < δ (2)

|Q(w)−Q(0)| <
1

2
(3)

Dosazeńım w = 1/z do (2) dostaneme vztah
∣

∣

1

z

∣

∣ < δ, který je ekvivalentńı se
vztahem

|z| >
1

δ

Dosazeńım w = 1/z a Q(0) = 1 do (3) dostaneme vztah

|Q(1/z)− 1| <
1

2

který vynásob́ıme výrazem |anz
n|

|anz
nQ(1/z)− anz

n| <
1

2
|anz

n|

Zde za anz
nQ(1/z) dosad́ıme z (1) a dostaneme

|P (z)− anz
n| <

1

2
|anz

n|

3



1

i

anz
n
0

1

2
|anz

n
0
|

ReP (z)

ImP (z)

1

i

r

1/δ

Re z

Im z

Závěr: Př́ıklad ukázal, že body z0 = r(cos(t) + i sin(t)) kružnice o do-
statečně velkém poloměru (r > 1/δ) se polynomem P zobraźı do okoĺı
Bε(anz

n
0
) o poloměru ε = |anz

n
0
|/2.

Daľśı př́ıklad neńı na spojitost funkce. Využ́ıvá ale předchoźı př́ıklad,
proto ho zařad́ıme do tohoto textu. Na levém obrázku je křivka (kružnice) o
parametrických rovnićıch

z(t) = r(cos(t) + i sin(t)), t ∈ [0, 2π]

Na pravém obrázku je křivka, která je obrazem kružnice v polynomu P .1

w(t) = P (z(t)) = P (r(cos(t) + i sin(t))), t ∈ [0, 2π]

1

i

r

1/δ

Re z

Im z

ReP (z)

ImP (z)

1Přesný předpis polynomu neńı d̊uležitý, uvedeme jen to, že je pátého stupně.
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V daľśım ukážeme, že na křivce w(t) je možné definovat spojitou větev
argumentu. Nejdř́ıve uvedeme definici.

Definice. (Spojitá větev argumnetu na křivce v komplexńı rovině.)
Necht’ w : [a, b] → C je funkce, která (reálnému) č́ıslu t ∈ [a, b] přǐrad́ı kom-
plexńı č́ıslo w(t). Spojitou funkci A : [a, b] → R splňuj́ıćı A(t) ∈ Arg(w(t))
nazýváme spojitou větv́ı argumentu na křivce w.

Bod w(0) = P (z(0)) = P (r) lež́ı v kružnici o středu v bodě an(z(0))
n =

anr
n a poloměru |an|r

n/2. Rozmyslete si, že taková kružnice může mı́t nepráz-
dný pr̊unik nejvýše s dvěma kvadranty. V těchto kvadrantech jsme napsali
předpis spojité větve argumentu. Máme tedy předpis spojité větve argumentu
křivky w na intervalu [0, t1]. Přesná hodnota t1 neńı v našich úvahách pod-
statná. Pro tuto polohu bodu an ji urč́ıme z obrázku t1 = (π/3− arg(an))/n.

anr
n

1

2
|an|r

n

Rew

Imw

Spojitou větev argumnetu prodlouž́ıme na interval t ∈ [0, t1 + π/(2n)]
použit́ım předpisu na polorovině Im(w) > 0. A podobně na daľśıch poloro-
vinách, až źıskáme spojitou větev argumentu pro celý interval [0, 2π].

Rew

Imw
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Naš́ım daľśım ćılem, je ukázat, že počet oběh̊u křivky okolo počátku, který
je roven

A(2π)− A(0)

2π

je roven stupni polynomu n.

Z předchoźıho výkladu plyne

A(0) ∈ (arg(an)− π/6, arg(an) + π/6)

A(t) ∈ (arg(an)− π/6 + nt, arg(an) + π/6 + nt)

A(2π) ∈ (arg(an)− π/6 + 2πn, arg(an) + π/6 + 2πn)

Graf funkce A (spojitá větev argumentu na křivce w) tedy lež́ı mezi spodńı
a horńı čárkovanou úsečkou.

2π/n

arg(a0)− π/6
arg(a0)

arg(a0) + π/6

arg(a0) + 2π

t

Dále v́ıme, že křivka w je uzavřená, tedy jej́ı počátečńı a koncový bod
splývaj́ı w(0) = w(2π). Odtud plyne rovnost množin Arg(w(2π)) = Arg(w(0)).
Rozd́ıl A(2π)− A(0) je tedy celistvým násobkem 2π.

Z výše uvedených interval̊u pro A(2π), A(0) pak plyne

A(2π)− A(0)

2π
= n

Nyńı definujme funkci p, která poloměru r > 0 přǐrad́ı počet oběh̊u křivky
w kolem počátku. Ukázali jsme, že pro malé poloměry r je p(r) = 0 a pro
velké poloměry je p(r) = n.

K dokončeńı d̊ukazu základńı věty algebry je třeba ukázat
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1. Funkce p je dobře definovaná pro všechny poloměry r za předpokladu,
že křivka w neprocháźı počátkem.

2. Na každém intervalu I ≡ (r1, r2) takovém, že pro všechny poloměry
r ∈ I křivka w neprocháźı počátkem je funkce p spojitá.

Odtud plyne, že pro alespoň jeden poloměr procháźı křivka w počátkem a
odtud plyne tvrzeńı základńı věty algebry.
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