Transcendentni funkce komplexni proménné

1. listopadu 2024

Funkce exp, sin, cos definujeme pomoci Taylorovych rad.
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Tyto tfady konverguji absolutné a lokalné stejnomérné na C. Z lokalné stej-
nomérné konvergence rad plyne, ze soucty fad (1), (2), (3) jsou spojité funkece.

Z lokélné stejnomérné konvergence derivaci fad ¢len po clenu plyne moz-
nost derivovat fady ¢len po ¢lenu, tj. druhd, cervené vyznacend, rovnost
v kazdém tadku (ostatni jsou tpravy)
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Euleruv vztah. Dosazenim iz za z do (1) dostaneme po malych tpravach
Euleruv vztah

K tprave

exp(iz) = cos(z) +isin(z) pro z € C

exp( + iy) = exp(z) (cos(y) + isin(y))



potfebujeme ukazat

exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22)
Dikazem této rovnosti pro 21, zo € C se budeme zabyvat v dalsim.

Aplikace véty o holomorfni funkci — jednoznac¢nost komplexniho
prodlouzeni. Chceme ukazat, ze exp(z1+22) = exp(z1) exp(z2) platiiv kom-
plexnim oboru. Za¢neme jednodussim vztahem, ukazeme, ze v komplexnim
oboru plati exp(2z) = (exp(z))%.

Uvazujme nyni funkei f(z) = exp(2z) — (exp(2))%. Pro z € R je f(z) = 0.
Zvolme z, € R. Pak pro k € N je f®)(z) = 0. Ddle m4 f na C derivaci podle
komplexni proménné f'(z).

Odtud a z véty o holomorfni funkei plyne f(z) = T(z2) =0 pro z € C a
odtud plyne exp(2z) = (exp(z))? pro z € C.

Dokazme nyni platnost exp(z; + 22) = exp(z1) exp(22) pro z1, 22 € C.

Uvazujme nejdifve pro x € R funkei f,(2) = exp(x + 2) — exp(x) exp(z).
Z véty o holomorfni funkci dostaneme f,(z) = 0 pro z € C. A odtud plyne
exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2) pro z; € R, z, € C.

Déle uvazujme tuto funkci f,.(z) = exp(x + z) — exp(x) exp(z) tentokrét
pro z € C. Z predchoziho a véty o holomorfni funkci dostaneme

Va,z € C:exp(z + z) —exp(z)exp(z) =0

a odtud
Vz1, 29 € C:exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22)

Z vyse uvedeného odvodime pro z = x + 1y
exp(z) = exp(x)(cos(y) + isin(y))

Dalsi vztahy. Prvni dva dostaneme dosazenim —z za z do (3), piipadné (2).
Treti je Euleruv vztah, ¢tvrty a dalsi plynou z prvnich tii.
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Pomoci funkei hyperbolicky sinus a hyperbolicky kosinus prepiseme po-
sledni dva vztahy do tvaru

cos(z) = cosh(iz)
sin(z) = —isinh(iz)
Uloha. Reste rovnice
exp(z) 4—3i
sin(z) = 2
sin(z) = 3¢
cos(z) = 3
cos(z) = bi

Navod. V exponencialni rovnici polozime w = u+1iv, z = x 41y a upravime
exp(w) v rovnici exp(w) = z

exp(u + iv) = exp(u)(cos(v) + isin(v)) = x + iy

Odtud dostaneme

exp(u) = |z]
u = log|z|
€ Arg(z)

Goniometrické rovnice prevedeme vzorci nahofe na exponencidlni rovnice.

Definice logaritmu. Pro z € C\{0} definujeme a logaritmus jako vicehodnotovou
funkci
Log(z) ={w € C: z = exp(w)}

hlavni hodnotu logaritmu definujeme

log(z) = log |z| + i arg(2)

Rozmyslete si, ze plati

Log(z) = {log(z) + 2kin : k € Z}



