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Funkce exp, sin, cos definujeme pomoćı Taylorových řad.
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Tyto řady konverguj́ı absolutně a lokálně stejnoměrně na C. Z lokálně stej-
noměrné konvergence řad plyne, že součty řad (1), (2), (3) jsou spojité funkce.

Z lokálně stejnoměrné konvergence derivaćı řad člen po členu plyne mož-
nost derivovat řady člen po členu, tj. druhá, červeně vyznačená, rovnost
v každém řádku (ostatńı jsou úpravy)
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Euler̊uv vztah. Dosazeńım iz za z do (1) dostaneme po malých úpravách
Euler̊uv vztah

exp(iz) = cos(z) + i sin(z) pro z ∈ C

K úpravě
exp(x+ iy) = exp(x) (cos(y) + i sin(y))
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potřebujeme ukázat

exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2)

Důkazem této rovnosti pro z1, z2 ∈ C se budeme zabývat v daľśım.

Aplikace věty o holomorfńı funkci – jednoznačnost komplexńıho

prodloužeńı. Chceme ukázat, že exp(z1+z2) = exp(z1) exp(z2) plat́ı i v kom-
plexńım oboru. Začneme jednodušš́ım vztahem, ukážeme, že v komplexńım
oboru plat́ı exp(2z) = (exp(z))2.

Uvažujme nyńı funkci f(z) = exp(2z)− (exp(z))2. Pro z ∈ R je f(z) = 0.
Zvolme z0 ∈ R. Pak pro k ∈ N je f (k)(z0) = 0. Dále má f na C derivaci podle
komplexńı proměnné f ′(z).

Odtud a z věty o holomorfńı funkci plyne f(z) = T (z) = 0 pro z ∈ C a
odtud plyne exp(2z) = (exp(z))2 pro z ∈ C.

Dokažme nyńı platnost exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2) pro z1, z2 ∈ C.
Uvažujme nejdř́ıve pro x ∈ R funkci fx(z) = exp(x+ z)− exp(x) exp(z).

Z věty o holomorfńı funkci dostaneme fx(z) = 0 pro z ∈ C. A odtud plyne
exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2) pro z1 ∈ R, z2 ∈ C.

Dále uvažujme tuto funkci fx(z) = exp(x + z)− exp(x) exp(z) tentokrát
pro x ∈ C. Z předchoźıho a věty o holomorfńı funkci dostaneme

∀x, z ∈ C : exp(x+ z)− exp(x) exp(z) = 0

a odtud
∀z1, z2 ∈ C : exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2)

Z výše uvedeného odvod́ıme pro z = x+ iy

exp(z) = exp(x)(cos(y) + i sin(y))

Daľśı vztahy. Prvńı dva dostaneme dosazeńım −z za z do (3), př́ıpadně (2).
Třet́ı je Euler̊uv vztah, čtvrtý a daľśı plynou z prvńıch tř́ı.

cos(−z) = cos(z)

sin(−z) = − sin(z)

exp(iz) = cos(z) + i sin(z)

exp(−iz) = cos(z)− i sin(z)

exp(iz) + exp(−iz) = 2 cos(z)

exp(iz)− exp(−iz) = 2i sin(z)

cos(z) =
exp(iz) + exp(−iz)
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sin(z) =
exp(iz)− exp(−iz)

2i
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Pomoćı funkćı hyperbolický sinus a hyperbolický kosinus přeṕı̌seme po-
sledńı dva vztahy do tvaru

cos(z) = cosh(iz)

sin(z) = −i sinh(iz)

Úloha. Řešte rovnice

exp(z) = 4− 3i

sin(z) = 2

sin(z) = 3i

cos(z) = 3

cos(z) = 5i

Návod. V exponenciálńı rovnici polož́ıme w = u+ iv, z = x+ iy a uprav́ıme
exp(w) v rovnici exp(w) = z

exp(u+ iv) = exp(u)(cos(v) + i sin(v)) = x+ iy

Odtud dostaneme

exp(u) = |z|

u = log |z|

v ∈ Arg(z)

Goniometrické rovnice převedeme vzorci nahoře na exponenciálńı rovnice.

Definice logaritmu. Pro z ∈ C\{0} definujeme a logaritmus jako v́ıcehodnotovou
funkci

Log(z) = {w ∈ C : z = exp(w)}

hlavńı hodnotu logaritmu definujeme

log(z) = log |z|+ i arg(z)

Rozmyslete si, že plat́ı

Log(z) = {log(z) + 2kiπ : k ∈ Z}
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