SKALARNI SOUCIN

Skalarni soucin je zobrazeni, které dvojici vektoru a, b pritadi ¢islo a - b.
VLASTNOSTI

1. Pozitivita: a-a > 0, pritom rovnost plati prave kdyz je @ nulovy vektor.

2. Symetrie (komutativni zdkon): @-b=1b-a

oL

3. Distributivni zdkon: (@4 b)-=a-c+b -
4. ,Asociativni* zdkon: (@) -b=t(@-b) prot € R

Poznamka: vlastnosti 3, 4 nazyvame linearitou skalarniho soucinu. Nebo téz
bzlmeamtou protoze jsou splnény i pro druhy argument skaldrniho soucinu:
i@ (th+sd) =td-b+si-c prot,seR.

VYPOCET VE 2D
1. Zndme-li kartézské souradnice vektorii @ = (a1, as), b = (b1, bs), je

—

a-b= a1b1 + agbg
2. Velikost vektoru @ = (ay, as) je

il = Va7 = yfat + a3

3. Zname-li velikosti vektoru a uhel « , ktery sviraji, je

@ - b= ||al|[|bl| cos(a) (1)
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VYPOCET VE 3D JE OBDOBNY

1. Zname-li kartézské souradnice vektoru @ = (aq,as,as), b = (by, by, b3),
je

-

a-b= (Ilbl + Clgbg + Cl3b3

2. Velikost vektoru @ = (ay, as, az) je

@l = Vd-d=+/a}+ a3 + a3
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3. Geometricky vzorec je stejny jako ve 2D

a-b=||al|[|b]| cos(a) (2)

ZNAMENKO SKALARNIHO SOUCINU
Uvazujme nenulové vektory @, b. Ze vzorce (2) plyne, ze znaménko skaldrniho
souéinu @ - b zévisf na znaménku kosinu uhlu, ktery vektory sviraji.

Pro ostry thel, je ab> 0, pro kolmé vektory, je a- b=0a pro tupy uhel,
je a- b < 0.
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a-b>0 a-b=0 a-b<0
a b @

ZMENA VELIKOSTI VEKTORU
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Ukazeme, jak k nenulovému vektoru a ziskame vektor stejného sméru, ale
jiné velikosti. Zactneme vypoctem jednotkového vektoru. Vektory
a

p (= —1=r
jall” Il

o

g:

maji velikost rovnu jedné, maji stejny smér jako vektor a@. Vektor b ma stejnou
orientaci jako @, v ¢ ma orientaci opacnou.

V textu o oskulacni kruznici pottebujeme k vektoru 77 ziskat vektor stejného
sméru a orientace a o velikosti R. Ziskame ho vynasobenim jednotkového
vektoru velikosti R.
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KoLMY PRUMET VEKTORU

Pro dvojici vektort @, b cheeme sestro jit kolmé prumeéty jednoho z vektoru
do sméru urcenych druhym vektorem. Na obrazku vlevo je znézornén prumet
b” vektoru b do sméru vektoru @. Na obrazku Vpravo je znazornén prumeét b,

vektoru b do sméru kolmého k vektoru d.
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b . by
a ! a
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Vektory l;”, b 1 vypocCteme pomoci skalarniho sou¢inu ze vztahu

- ab

by = q 4
I = (4)
b = b=} (5)

Pokud nés zajimaji jen velikosti prumétu g”, b 1, vypocteme je z pravoiihlého
trojihelniku
byl = [IBl| cos(a)l, (6)
o]l = [[bll sin(a) (7)

Uhel vektoru lez{ v intervalu a € (0, 7). Obrézek ukazuje ptipad, kdy je
a > 7/2, a cos(a) je zaporny.
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Pomoci sklaarntho sou¢inu (1), (2) vyjadiime velikost vektoru ||l;|||| v (6)
vztahem .
1oyl = == (8)
Tl

velikost ||g || vyjadiime pozdéji pomoci vektorového soucinu v (10).



VEKTOROVY SOUCIN

Vektorovy soucin ve 3D je zobrazeni, které dvojici vektoru da, b priradi
vektor @ x b.

VLASTNOSTI
1. Kolmost: vektor ¢ =@ x b je kolmy na kazdy z vektoru d, b.

2. Antisymetrie: @ x b=—-bxa

3. Linearita: (@ +b) x =a x ¢4 b x &, (a@) x b= a(@ x b)

4. Bilinearita: vzhledem k antisymetrii je vektorovy soucin linearni i vzhle-
dem ke svému druhému argumentu

Ax(b+3&) =axb+adxéax(8b)=p(axDb)

Poznamka: ve vypoctech budete pouzivat vétsinou jen kolmost a antisymetrii.
Bilinearitu pouzijeme v teoretickych tvahach, naptiklad v motivacéni uloze o
momentu sily vzhledem k ose otaceni.

VYPOCET

1. Znédme-li kartézské souradnice vektoru @ = (ay, as, ag), b= (b1, bs, b3),
je }
axb= (a2b3 — Clgbg, a3b1 — albg, albg — a2b1)

2. Smér vektoru @ = @ x b je kolmy na kazdy z vektoru da, b a orientace
vektoru ¢ je dana pravidlem pravé ruky. Velikost vektorového soucinu
¢ je rovna soucinu velikosti vektoru @, b a sinu Ghlu a, ktery vektory
sviraji . .

1€l = [la@ > bl| = f|al[[b] sin(a) (9)
Vektory ||@], ||| doplnime na rovnobéznik (viz obréazek nize). Zékladna
rovnobgzniku mé velikost ||@]| a vyska ma velikost ||b]| sin(a).

Velikost vektorového soucinu ||@x b|| je tedy rovna obsahu rovnobézniku
urceného vektory a, b.
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VEKTOROVY SOUCIN VE 2D

Ve 2D se zpravidla vektorovy soucin nezavadi, my budeme pro a =
(a1,a2), b = (by, by) pod symbolem @ x b rozumét &fslo

a X b:albg —a2b1

Obsah rovnobézniku urc¢eného vektory @, b je roven absolutni hodnoté
|@ x b|. Znaménko vektorového soucinu je uréeno orientaci. Kladny, tedy

a x b >0 je v pripadech

b b
AN « a
a zaporny, tedy a x b<0 je v pripadech
a

a
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Vsimnéte si, ze ihly jsou orientované od vektoru a k vektoru b a znaménko

souvisi s orientaci: kladné orientaci odpovida kladné znaménko, zaporné ori-
entaci znaménko zaporné.



VELIKOST KOLMEHO PRUMETU VEKTORU

Vyse jsme ukazali, jak pomoci skaldarniho soucinu spoc¢itat kolmy prumét
vektoru. Zopakujeme zde obrazek

b -

g |be

Pokud nés zajimé jen velikost primétu b, dostaneme ze vztahit (7), (9)

bl

X

@

I = (10)
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Oznacime-li krajni body vektoru @, g, viz obrazek

C

]

A B

pak je

i—AB, b=AC
a vzdalenost bodu C' od piimky AB je ve 3D rovna
|AE x AC|
|AB|

Ve 2D nahradime v citateli velikost vektoru absolutni hodnotou

\1@ X 1@\
|4

VELIKOST KOLMEHO PRUMETU VEKTORU
PODRUHE

Necht @x b # 0 (nenf roven nulovému vektoru). Geometricky to znamen4,
ze vektory @, b jsou nenulové a nelezi na jedné piimce — tvoii tedy rovinu
s normalou 77 = a@ x b.



Kolmy prumét vektoru ¢ do sméru vektoru 7 uréime stejné jako ve 2D

(viz diive v textu)
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Velikost vektoru o) uréime ze vztahu (1), (6), které zde prepiseme

- -

veno= o] cos(e)

15[l = [l cos()],

a odvodime z nich

Vzorec pouzijeme pro vypocet vzdalenosti mimobézek AB, C'D. Pomoci
vektorového soucinu uréime smér kolmy k obéma mimobézkam

ﬁ:@xc"ﬁ

a vzdalenost pak spoc¢itame jako prumét vektoru 1@, ktery spojuje bod A
jedné mimobézek s bodem C' ze druhé mimobézky, do vektoru 77

(11)

SMISENY SOUCIN (JEN VE 3D)

SmiSeny soucin tif vektoru je definovan

@ (bx?o

VLASTNOSTI

1. Nulovost smigeného souc¢inu: @ - (b x ¢) = 0 pravé kdyz jsou vektory d,
b, ¢ komplandrni (lezi v jedné roviné).
2. Znaménko smiSeného souc¢inu je dané orientaci vektoru. Pro pravotoc¢ivou

orientaci vektoru a, b, ¢je @ - (b x ¢) > 0, pro levotocivou je zaporny.

3. Absolutni hodnota smiseného soucinu je rovna objemu rovnobéznosténu,
jehoz hrany tvoii jednotlivé vektory.



4. 7 predchozich vlastnosti plyne, ze se smiSeny soucin nezméni pii cyk-
lické zédmeéné vektorti: @- (bx @) =b-(Cx d)=¢-(ad xb)

5. Pti zaméné dvojice vektoru zméni smiseny soucin znaménko:

- (bxd) = —a-(Zxb)
- (bxd) = —b-(ax?o
a-(bxd) = —¢ (bxa)

Rozmyslete si, ze prvni vztah plyne z vlastnosti vektorového a skalarniho
soucinu.

G‘l

6. Necht @ = @ + a, je rozklad vektoru @ do sméru vektoru
do sméru kolmého.!

Ukazeme, ze plati
i -(bxd) =0, @-bxd)=a-(bxa

Protoze vektor @, lezi v roviné urcené vektory b, ¢, plyne prvni rovnost
z podminky nulovosti smiseného soucinu.

7Z linearity skalarniho souc¢inu plyne
i-(bx&) =(a+ay) - Oxa=a-bxd)+ad.-(bxe
a odtud pak plyne druhy vztah.

PRIKLAD NA POUZITI VLASTNOSTI. UkdZeme, jak se posledni vlastnost pro-
jevi ve vypoctu momentu sily vzhledem k ose.

Bod, ve kterém sila F pusobi spolu s osou tvori rovinu, ozna¢me ji g. Silu
F rozlozive na vektor F| lezici v roviné o (tedy kolmy k normadle roviny) a
na vektor F|| k roviné kolmy (rovnobézny s normdlou). Na otaceni télesa ma
vliv jen slozka Fh. Moment sily je roven soucinu velikosti |F]|| a vzdalenosti
pusobisteé sily od osy otaceni.

Z vlastnosti uvedenych v tomto textu pak lze odvodit, ze moment sily
spoc¢itame jako smiSeny soucin jednotkového vektoru osy otéceni, ,polo-
hového* vektoru pusobisté (za¢ind na nékterém bodé osy) a vektoru sily.

Viz Kolmy primét vektoru ve 3D difve v textu.



KoLMY PRUMET — ODVOZENI

Vyse jsme uvedli vztahy (4), (5) na vypocet kolmych prumétu vektoru
do daného sméru.
V této ¢asti textu vztahy odvodime.
b b S
i i Ut

gH

Protoze maji vektory da, 5” stejny smeér, lze zapsat vektor Z;H jako nésobek
vektoru @, tedy pro vhodné ¢islo £ je

by = kd (12)

Cislo k je urceno velikostmi vektort

16y
[l
kosinus uhlu «, ktery sviraji vektory a, b je roven
b
cos(ar) = M (14)
161l

Odtud dostaneme . .
[0 [| = cos(a)][0]]

a dosazenim do (13) dostaneme

cos(a) 5]

k= =
@l

V citatell mame téméf skaldrni soucin @ - b, chybi ndm jen ||d]|. Proto timto
vyrazem zlomek rozsitime

_ cos(a) 5]
Jal?

a vztah prepiSeme pomoci skalarnich soucinu
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Toto k nyni dosadime do vztahu (12) a dostaneme (4).

Pii odvozeni vzorce (4) jsme predpokladali, ze vektory @, b sviraji ostry thel.
Vzorec plati i v ostatnich piipadech (tedy pro pravy a tupy thel). Skaldrni

soucin je v pfipadé tupého thlu zadporny a zéporné znaménko ve vzorci (4)

odpovida opa¢né orientaci vektoru a, l;”.

Ve vztahu (13) je minus: k = —||g||||/||6|| a ve vztahu (14) je misto uhlu «

thel f = 7 — a. Protoze plati

cos(3) = cos(m — o) = — cos(«)

dostaneme, ze (14) plati i pro a > /2 (pfipad a = 7/2 nechdme ¢tenéii na
rozmyslenou). A proto vzorec (4) plati pro ostry, pravy i tupy uhel a.
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VZDALENOST MIMOBEZEK — ODVOZENI

Vyse jsme uvedli vzorec (11) pro vzdélenost mimobézek.

Jeden ze studentu pocital tuto vzdalenost jinak, uvedeme zde jeho postup
a ukazeme, ze vede ke stejnému vysledku. Parametrické rovnice pfimky AB
jsou
X=A+t(B—-A4), teR

a podobné pro primku C'D
Y=C+s(D-C), seR
Vektor Y — X je prickou mimobézek
Y-X=C+t(D-C)—A—-s(B—-A) (15)

Vzdéalenost mérime na tzv. ose mimobézek, coz je pricka, ktera je kolma
k obéma ptrimkam. Kolmost znamena nulovost skalarniho soucinu, osa mi-
mobézek tedy splnuje vztahy

Y -X) - (B—A)=0, (Y-X)-(D-C)=0. (16)

Z rovnic (16) vypocteme hodnoty parametru s, ¢, dosadime do (15) a vypocteme
velikost [|Y — X||, kterd je rovna vzdélenosti mimobézek AB, CD.
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Ukazeme, ze se obejdeme bez vypoc¢tu hodnot parametru ¢, s. Odvodime
vzorec pro velikost osy mimobézek [|Y — X||: Podminka kolmosti (16) zna-
mend, ze vektor Y — X ma4 stejny smér jako vektor 77 (plyne z vlastnosti
vektorového soucinu)

n=(B—A)x(D-C) (17)
Velikost osy mimobézek ||Y — X || v tom piipadé vypocteme pomoci skalarniho
soucinu (Y — X)|
n . p—
Y =X = —=—+ (18)
7]l

Dosad'me nyn{ do skaldrnfho souc¢inu ze vztahu (15)
n-(Y-X)=n0-(C+t(D-C)—A—-s(B—A))
K tpravé pouzijeme vlastnosti skalarniho soucinu, konkrétné bilinearitu
n-(Y-X)=n-(C—-A)+ti-(D-C)+sn-(B—A) (19)
Protoze skalarni sou¢in kolmych vektoru je roven nule
n-(B—A)=0, n-(D-C)=0,

upravime (19) na
(Y - X)=7i-(C— A,

dosadime do (18) a dostaneme vzorec pro vzdélenost mimobézek

- (C = A

il
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