
Skalárńı součin

Skalárńı součin je zobrazeńı, které dvojici vektor̊u a⃗, b⃗ přǐrad́ı č́ıslo a⃗ · b⃗.
Vlastnosti

1. Pozitivita: a⃗ · a⃗ ≥ 0, přitom rovnost plat́ı právě když je a⃗ nulový vektor.

2. Symetrie (komutativńı zákon): a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗

3. Distributivńı zákon: (⃗a+ b⃗) · c⃗ = a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗

4.
”
Asociativńı“ zákon: (t⃗a) · b⃗ = t(⃗a · b⃗) pro t ∈ R

Poznámka: vlastnosti 3, 4 nazýváme linearitou skalárńıho součinu. Nebo též
bilinearitou, protože jsou splněny i pro druhý argument skalárńıho součinu:
a⃗ · (t⃗b+ sc⃗) = t⃗a · b⃗+ sa⃗ · c⃗, pro t, s ∈ R.

Výpočet ve 2D

1. Známe-li kartézské souřadnice vektor̊u a⃗ = (a1, a2), b⃗ = (b1, b2), je

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2

2. Velikost vektoru a⃗ = (a1, a2) je

∥a⃗∥ =
√
a⃗ · a⃗ =

√
a21 + a22

3. Známe-li velikosti vektor̊u a úhel α , který sv́ıraj́ı, je

a⃗ · b⃗ = ∥a⃗∥∥⃗b∥ cos(α) (1)

a⃗

b⃗
α

Výpočet ve 3D je obdobný

1. Známe-li kartézské souřadnice vektor̊u a⃗ = (a1, a2, a3), b⃗ = (b1, b2, b3),
je

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3

2. Velikost vektoru a⃗ = (a1, a2, a3) je

∥a⃗∥ =
√
a⃗ · a⃗ =

√
a21 + a22 + a23
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3. Geometrický vzorec je stejný jako ve 2D

a⃗ · b⃗ = ∥a⃗∥∥⃗b∥ cos(α) (2)

Znaménko skalárńıho součinu
Uvažujme nenulové vektory a⃗, b⃗. Ze vzorce (2) plyne, že znaménko skalárńıho

součinu a⃗ · b⃗ záviśı na znaménku kosinu úhlu, který vektory sv́ıraj́ı.
Pro ostrý úhel, je a⃗ · b⃗ > 0, pro kolmé vektory, je a⃗ · b⃗ = 0 a pro tupý úhel,

je a⃗ · b⃗ < 0.

a⃗
b⃗

a⃗ · b⃗ > 0

a⃗b⃗

a⃗ · b⃗ = 0

a⃗b⃗

a⃗ · b⃗ < 0

Změna velikosti vektoru

Ukážeme, jak k nenulovému vektoru a⃗ źıskáme vektor stejného směru, ale
jiné velikosti. Začneme výpočtem jednotkového vektoru. Vektory

b⃗ =
a⃗

∥a⃗∥
, c⃗ = − a⃗

∥a⃗∥

maj́ı velikost rovnu jedné, maj́ı stejný směr jako vektor a⃗. Vektor b⃗má stejnou
orientaci jako a⃗, v c⃗ má orientaci opačnou.

V textu o oskulačńı kružnici potřebujeme k vektoru n⃗ źıskat vektor stejného
směru a orientace a o velikosti R. Źıskáme ho vynásobeńım jednotkového
vektoru velikost́ı R.

R

∥n⃗∥
n⃗ (3)

2



Kolmý pr̊umět vektoru

Pro dvojici vektor̊u a⃗, b⃗ chceme sestrojit kolmé pr̊uměty jednoho z vektor̊u
do směr̊u určených druhým vektorem. Na obrázku vlevo je znázorněn pr̊umět
b⃗∥ vektoru b⃗ do směru vektoru a⃗. Na obrázku vpravo je znázorněn pr̊umět b⃗⊥
vektoru b⃗ do směru kolmého k vektoru a⃗.

a⃗
b⃗

b⃗∥ b⃗∥

a⃗
b⃗

b⃗⊥

Vektory b⃗∥, b⃗⊥ vypočteme pomoćı skalárńıho součinu ze vztah̊u

b⃗∥ =
a⃗ · b⃗
a⃗ · a⃗

a⃗ (4)

b⃗⊥ = b⃗− b⃗∥ (5)

Pokud nás zaj́ımaj́ı jen velikosti pr̊umět̊u b⃗∥, b⃗⊥, vypočteme je z pravoúhlého
trojúhelńıku

∥⃗b∥∥ = ∥⃗b∥| cos(α)|, (6)

∥⃗b⊥∥ = ∥⃗b∥ sin(α) (7)

Úhel vektor̊u lež́ı v intervalu α ∈ ⟨0, π⟩. Obrázek ukazuje př́ıpad, kdy je
α > π/2, a cos(α) je záporný.

a⃗
b⃗

b⃗∥

αβ

Pomoćı sklaárńıho součinu (1), (2) vyjádř́ıme velikost vektoru ∥⃗b∥∥ v (6)
vztahem

∥⃗b∥∥ =
|⃗a · b⃗|
∥a⃗∥

, (8)

velikost ∥⃗b⊥∥ vyjádř́ıme později pomoćı vektorového součinu v (10).
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Vektorový součin

Vektorový součin ve 3D je zobrazeńı, které dvojici vektor̊u a⃗, b⃗ přǐrad́ı
vektor a⃗× b⃗.

Vlastnosti

1. Kolmost: vektor c⃗ = a⃗× b⃗ je kolmý na každý z vektor̊u a⃗, b⃗.

2. Antisymetrie: a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗

3. Linearita: (⃗a+ b⃗)× c⃗ = a⃗× c⃗+ b⃗× c⃗, (αa⃗)× b⃗ = α(⃗a× b⃗)

4. Bilinearita: vzhledem k antisymetrii je vektorový součin lineárńı i vzhle-
dem ke svému druhému argumentu
a⃗× (⃗b+ c⃗) = a⃗× b⃗+ a⃗× c⃗, a⃗× (βb⃗) = β(⃗a× b⃗)

Poznámka: ve výpočtech budete použ́ıvat většinou jen kolmost a antisymetrii.
Bilinearitu použijeme v teoretických úvahách, např́ıklad v motivačńı úloze o
momentu śıly vzhledem k ose otáčeńı.

Výpočet

1. Známe-li kartézské souřadnice vektor̊u a⃗ = (a1, a2, a3), b⃗ = (b1, b2, b3),
je

a⃗× b⃗ = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

2. Směr vektoru c⃗ = a⃗ × b⃗ je kolmý na každý z vektor̊u a⃗, b⃗ a orientace
vektoru c⃗ je daná pravidlem pravé ruky. Velikost vektorového součinu
c⃗ je rovna součinu velikost́ı vektor̊u a⃗, b⃗ a sinu úhlu α, který vektory
sv́ıraj́ı

∥c⃗∥ = ∥a⃗× b⃗∥ = ∥a⃗∥∥⃗b∥ sin(α) (9)

Vektory ∥a⃗∥, ∥⃗b∥ doplńıme na rovnoběžńık (viz obrázek ńıže). Základna

rovnoběžńıku má velikost ∥a⃗∥ a výška má velikost ∥⃗b∥ sin(α).

Velikost vektorového součinu ∥a⃗×b⃗∥ je tedy rovna obsahu rovnoběžńıku

určeného vektory a⃗, b⃗.

a⃗

b⃗
α
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Vektorový součin ve 2D

Ve 2D se zpravidla vektorový součin nezavád́ı, my budeme pro a⃗ =
(a1, a2), b⃗ = (b1, b2) pod symbolem a⃗× b⃗ rozumět č́ıslo

a⃗× b⃗ = a1b2 − a2b1

Obsah rovnoběžńıku určeného vektory a⃗, b⃗ je roven absolutńı hodnotě
|⃗a × b⃗|. Znaménko vektorového součinu je určeno orientaćı. Kladný, tedy

a⃗× b⃗ > 0 je v př́ıpadech

a⃗
b⃗
α a⃗

b⃗
α

a záporný, tedy a⃗× b⃗ < 0 je v př́ıpadech

a⃗

b⃗

α
a⃗

b⃗
α

Všimněte si, že úhly jsou orientované od vektoru a⃗ k vektoru b⃗ a znaménko
souviśı s orientaćı: kladné orientaci odpov́ıdá kladné znaménko, záporné ori-
entaci znaménko záporné.

5



Velikost kolmého pr̊umětu vektoru

Výše jsme ukázali, jak pomoćı skalárńıho součinu spoč́ıtat kolmý pr̊umět
vektoru. Zopakujeme zde obrázek

b⃗∥

a⃗
b⃗

b⃗⊥

Pokud nás zaj́ımá jen velikost pr̊umětu b⃗⊥, dostaneme ze vztah̊u (7), (9)

∥⃗b⊥∥ =
∥a⃗× b⃗∥
∥a⃗∥

(10)

Označ́ıme-li krajńı body vektor̊u a⃗, b⃗, viz obrázek

b⃗∥A B

C

pak je

a⃗ =
−→
AB, b⃗ =

−→
AC

a vzdálenost bodu C od př́ımky AB je ve 3D rovna

∥
−→
AB ×

−→
AC∥

∥
−→
AB∥

Ve 2D nahrad́ıme v čitateli velikost vektoru absolutńı hodnotou

|
−→
AB ×

−→
AC|

∥
−→
AB∥

Velikost kolmého pr̊umětu vektoru

podruhé

Necht’ a⃗× b⃗ ̸= o⃗ (neńı roven nulovému vektoru). Geometricky to znamená,

že vektory a⃗, b⃗ jsou nenulové a nelež́ı na jedné př́ımce – tvoř́ı tedy rovinu
s normálou n⃗ = a⃗× b⃗.

6



Kolmý pr̊umět vektoru v⃗ do směru vektoru n⃗ urč́ıme stejně jako ve 2D
(viz dř́ıve v textu)

v⃗∥ =
v⃗ · n⃗
n⃗ · n⃗

n⃗

Velikost vektoru v⃗∥ urč́ıme ze vztah̊u (1), (6), které zde přeṕı̌seme

v⃗ · n⃗ = ∥v⃗∥∥n⃗∥ cos(α)
∥v⃗∥∥ = ∥v⃗∥| cos(α)|,

a odvod́ıme z nich

∥v⃗∥∥ =
|v⃗ · n⃗|
∥n⃗∥

Vzorec použijeme pro výpočet vzdálenosti mimoběžek AB, CD. Pomoćı
vektorového součinu urč́ıme směr kolmý k oběma mimoběžkám

n⃗ =
−→
AB ×

−−→
CD

a vzdálenost pak spoč́ıtáme jako pr̊umět vektoru
−→
AC, který spojuje bod A

jedné mimoběžek s bodem C ze druhé mimoběžky, do vektoru n⃗

|n⃗ ·
−→
AC|

∥n⃗∥
(11)

Sḿı̌sený součin (jen ve 3D)

Smı́̌sený součin tř́ı vektor̊u je definován

a⃗ · (⃗b× c⃗)

Vlastnosti

1. Nulovost smı́̌seného součinu: a⃗ · (⃗b× c⃗) = 0 právě když jsou vektory a⃗,

b⃗, c⃗ komplanárńı (lež́ı v jedné rovině).

2. Znaménko smı́̌seného součinu je dané orientaćı vektor̊u. Pro pravotočivou
orientaci vektor̊u a⃗, b⃗, c⃗ je a⃗ · (⃗b× c⃗) > 0, pro levotočivou je záporný.

3. Absolutńı hodnota smı́̌seného součinu je rovna objemu rovnoběžnostěnu,
jehož hrany tvoř́ı jednotlivé vektory.
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4. Z předchoźıch vlastnost́ı plyne, že se smı́̌sený součin nezměńı při cyk-
lické záměně vektor̊u: a⃗ · (⃗b× c⃗) = b⃗ · (c⃗× a⃗) = c⃗ · (⃗a× b⃗)

5. Při záměně dvojice vektor̊u změńı smı́̌sený součin znaménko:

a⃗ · (⃗b× c⃗) = −a⃗ · (c⃗× b⃗)

a⃗ · (⃗b× c⃗) = −b⃗ · (⃗a× c⃗)

a⃗ · (⃗b× c⃗) = −c⃗ · (⃗b× a⃗)

Rozmyslete si, že prvńı vztah plyne z vlastnost́ı vektorového a skalárńıho
součinu.

6. Necht’ a⃗ = a⃗∥ + a⃗⊥ je rozklad vektoru a⃗ do směru vektoru n⃗ = b⃗× c⃗ a
do směru kolmého.1

Ukážeme, že plat́ı

a⃗⊥ · (⃗b× c⃗) = 0, a⃗∥ · (⃗b× c⃗) = a⃗ · (⃗b× c⃗)

Protože vektor a⃗⊥ lež́ı v rovině určené vektory b⃗, c⃗, plyne prvńı rovnost
z podmı́nky nulovosti smı́̌seného součinu.

Z linearity skalárńıho součinu plyne

a⃗ · (⃗b× c⃗) = (⃗a∥ + a⃗⊥) · (⃗b× c⃗) = a⃗∥ · (⃗b× c⃗) + a⃗⊥ · (⃗b× c⃗)

a odtud pak plyne druhý vztah.

Př́ıklad na použit́ı vlastnost́ı. Ukážeme, jak se posledńı vlastnost pro-
jev́ı ve výpočtu momentu śıly vzhledem k ose.

Bod, ve kterém śıla F⃗ p̊usob́ı spolu s osou tvoř́ı rovinu, označme ji ϱ. Śılu
F⃗ rozlož́ıve na vektor F⃗⊥ lež́ıćı v rovině ϱ (tedy kolmý k normále roviny) a

na vektor F⃗∥ k rovině kolmý (rovnoběžný s normálou). Na otáčeńı tělesa má

vliv jen složka F⃗∥. Moment śıly je roven součinu velikosti |F⃗∥| a vzdálenosti
p̊usobǐstě śıly od osy otáčeńı.

Z vlastnost́ı uvedených v tomto textu pak lze odvodit, že moment śıly
spoč́ıtáme jako smı́̌sený součin jednotkového vektoru osy otáčeńı,

”
polo-

hového“ vektoru p̊usobǐstě (zač́ıná na některém bodě osy) a vektoru śıly.

1Viz Kolmý pr̊umět vektoru ve 3D dř́ıve v textu.
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Kolmý pr̊umět – odvozeńı

Výše jsme uvedli vztahy (4), (5) na výpočet kolmých pr̊umět̊u vektoru
do daného směru.

V této části textu vztahy odvod́ıme.

a⃗
b⃗

b⃗∥ b⃗∥

a⃗
b⃗

b⃗⊥

Protože maj́ı vektory a⃗, b⃗∥ stejný směr, lze zapsat vektor b⃗∥ jako násobek
vektoru a⃗, tedy pro vhodné č́ıslo k je

b⃗∥ = ka⃗ (12)

Č́ıslo k je určeno velikostmi vektor̊u

k =
∥⃗b∥∥
∥a⃗∥

(13)

kosinus úhlu α, který sv́ıraj́ı vektory a⃗, b⃗ je roven

cos(α) =
∥⃗b∥∥
∥⃗b∥

(14)

Odtud dostaneme
∥⃗b∥∥ = cos(α)∥⃗b∥

a dosazeńım do (13) dostaneme

k =
cos(α)∥⃗b∥

∥a⃗∥

V čitateli máme téměř skalárńı součin a⃗ · b⃗, chyb́ı nám jen ∥a⃗∥. Proto t́ımto
výrazem zlomek rozš́ı̌ŕıme

k =
cos(α)∥⃗b∥∥a⃗∥

∥a⃗∥2

a vztah přeṕı̌seme pomoćı skalárńıch součin̊u

k =
a⃗ · b⃗
a⃗ · a⃗
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Toto k nyńı dosad́ıme do vztahu (12) a dostaneme (4).

Při odvozeńı vzorce (4) jsme předpokládali, že vektory a⃗, b⃗ sv́ıraj́ı ostrý úhel.

Vzorec plat́ı i v ostatńıch př́ıpadech (tedy pro pravý a tupý úhel). Skalárńı
součin je v př́ıpadě tupého úhlu záporný a záporné znaménko ve vzorci (4)

odpov́ıdá opačné orientaci vektor̊u a⃗, b⃗∥.

Ve vztahu (13) je mı́nus: k = −∥⃗b∥∥/∥a⃗∥ a ve vztahu (14) je mı́sto úhlu α
úhel β = π − α. Protože plat́ı

cos(β) = cos(π − α) = − cos(α)

dostaneme, že (14) plat́ı i pro α > π/2 (př́ıpad α = π/2 necháme čtenáři na
rozmyšlenou). A proto vzorec (4) plat́ı pro ostrý, pravý i tupý úhel α.

a⃗
b⃗

b⃗∥

αβ

Vzdálenost mimoběžek – odvozeńı

Výše jsme uvedli vzorec (11) pro vzdálenost mimoběžek.

Jeden ze student̊u poč́ıtal tuto vzdálenost jinak, uvedeme zde jeho postup
a ukážeme, že vede ke stejnému výsledku. Parametrické rovnice př́ımky AB
jsou

X = A+ t(B − A), t ∈ R

a podobně pro př́ımku CD

Y = C + s(D − C), s ∈ R

Vektor Y −X je př́ıčkou mimoběžek

Y −X = C + t(D − C)− A− s(B − A) (15)

Vzdálenost měř́ıme na tzv. ose mimoběžek, což je př́ıčka, která je kolmá
k oběma př́ımkám. Kolmost znamená nulovost skalárńıho součinu, osa mi-
moběžek tedy splňuje vztahy

(Y −X) · (B − A) = 0, (Y −X) · (D − C) = 0. (16)

Z rovnic (16) vypočteme hodnoty parametr̊u s, t, dosad́ıme do (15) a vypočteme
velikost ∥Y −X∥, která je rovna vzdálenosti mimoběžek AB, CD.
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Ukážeme, že se obejdeme bez výpočtu hodnot parametr̊u t, s. Odvod́ıme
vzorec pro velikost osy mimoběžek ∥Y − X∥: Podmı́nka kolmosti (16) zna-
mená, že vektor Y − X má stejný směr jako vektor n⃗ (plyne z vlastnosti
vektorového součinu)

n⃗ = (B − A)× (D − C) (17)

Velikost osy mimoběžek ∥Y −X∥ v tom př́ıpadě vypočteme pomoćı skalárńıho
součinu

∥Y −X∥ =
|n⃗ · (Y −X)|

∥n⃗∥
(18)

Dosad’me nyńı do skalárńıho součinu ze vztahu (15)

n⃗ · (Y −X) = n⃗ · (C + t(D − C)− A− s(B − A))

K úpravě použijeme vlastnosti skalárńıho součinu, konkrétně bilinearitu

n⃗ · (Y −X) = n⃗ · (C − A) + tn⃗ · (D − C) + sn⃗ · (B − A) (19)

Protože skalárńı součin kolmých vektor̊u je roven nule

n⃗ · (B − A) = 0, n⃗ · (D − C) = 0,

uprav́ıme (19) na
n⃗ · (Y −X) = n⃗ · (C − A),

dosad́ıme do (18) a dostaneme vzorec pro vzdálenost mimoběžek

|n⃗ · (C − A)|
∥n⃗∥
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