Cilem této pfednasky neni prezentovat kompletni teorii vektorovych funkci
a diferencialni geometrii kfivek, ale nastinit jen tu cCast, ktera nam umozni
definovat pojem krivky a popsat zakladni vlastnosti kfivek.

Kfivku Ize definovat rizné, a to v zavislosti na okolnostech ¢i metodach,
které mizeme uzit. Pfesna definice kfivky ovéem znacéné presahuje ramec této
prednasky.

Pro nase potreby budeme vhodné definovat krivky, které zname z jinych
oblasti matematiky. Napr. kruznici nebo elipsu definujme geometricky jako
mnoziny vSech bodd urcitych vlastnosti. Exponencionelu (resp. téz
logaritmickou kfivku) nebo napf. sinusoidu definujme jako grafy realnych funkci
jedné proménné. Nékteré krivky jako napr. cykloidu, asteroidu, kardioidu, aj.
definujme kinematicky, tj. jako drahy bodu pfi konkrétnich pohybech.
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1) Kfivky jako mnoziny vSech bodu danych viastnosti

Kruznice

Kruznici rozumime mnozinu vSech bodu v roviné, které
maji od pevného bodu S1 stejnou vzdalenost r, kde r € R.

Elipsa
Mnozinu vSech bodl v roviné E,, které maji od dvou
rdznych pevné zvolenych bodu F,, F, konstantni soucet ° w B9

vzdalenosti rovny 2a, nazyvame elipsa. Tj. plati

k. = {X € E,: [XF,| + |XF,| = 2a = konst., 0 < |F,F,| <2a}.
Dané pevné body F,, F, se nazyvaji ohniska, spojnicim
XF,, XF, fikame pruvodice. Stfed S useCky F,F, je tzv.
stred elipsy. Vzdalenost ohnisek od stfedu se nazyva

linearni vystrednost (excentricita) a oznaCuje se e =
=|SF,| = |SF,|.
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2) Krivky jako grafy realnych funkci jedné realné promenné
Exponecionela

Exponencionelou nazyvame krivku, ktera je
grafem funkce dané piedpisem y = f(x) = e X,
kde x e R

Logaritmicka krivka
Logaritmickou kfivkou nazyvame krivku, ktera je :
grafem funkce dané predpisem y = f(x) = log x, w

kde x e (0, +OC). N JK 2 3 3

Sinusoida
Sinusoidou nazyvame krivku, ktera je

arafem funkce dané predpisem
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3) Krivky vznikajici kinematicky, tj. jako drahy pfri specialnich pohybech

Archimédova spirala

Archimédova spirala je trajektorii bodu A, ktery
se rovhomerneé posunuje po poloprimce OA
od jejiho poCatku O, zatimco se polopfimka OA O3
rovhomeérné otaci kolem bodu O.

Archimédovu spiralu Ize také definovat jako
rovinnou transcendentni kfivku (spiralu), jejiz
polomér roste linearné s velikosti uhlu.

Logaritmicka spirala
Logaritmickou spiralou nazyvame krivku, jejiz
polomér roste linearné s velikosti uhlu.




Cyklické krivky

krivky, které jsou trajektoriemi bodu, jenz je pevné spojeny s kruznici, ktera
se odvaluje/kotali po jiné pevné kruznici nebo po pevné primce

a) Kruznice odvalujici se po pevné kruznici
epicykloidy - hybna kruznice se odvaluje vné pevné kruznice

- kardioida — poloméry hybné a pevneé
kruznice jsou shodné

- nefroida — polomér hybné kruznice je
dvakrat vetsi nez polomer hybné kruznice
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pericykloidy — pevna kruznice lezi
uvnitf pohybujici se kruznice

hypocykloidy — hybna kruznice se pohybuje
uvnitf pevné kruznice
- Steinerova hypocykloida — hybna kruznice
ma tretinovy polomér oproti velikosti
polomeéru pevné kruznice

- asteroida — hybna kruznice ma cCtvrtinovy
polomeér oproti velikosti poloméru pevné
kruznice



b) Kruznice odvalujici se po pevné pfimce
» prosta cykloida

» zkracena cykloida

» prodlouzena cykloida




Pro nase ucely budeme krivku definovat pomoci tzv. vektorove funkce jedné
realné promenné. Diky tomuto zpusobu lIze totiz sledovat kfivku a jeji
vlastnosti pocCetné.

Definice:

Zobrazeni, které kazdému realnému Cislu t

z intervalu | jednoznacné pfrirazuje vektor
r=x@®,y@z@®),tel,

nazyvame vektorovou funkci jedné realné

proménné.

Poznamka: Misto zapisu r (t) = (x (1), y (1), z (1)), t € | , muzeme analogicky

psat
r=x@-i+y@)-j+z@) k, tel.

Poznamka: Realné funkce x (t), y (t), z () jsou souradnicemi promenneho
vektoru r(t). Interval | nazyvame definicnim oborem daného
zobrazeni, tj. definicnim oborem vektorové funkce jedné realné
promeénneé.
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~ Poznamka: Definice operaci s vektorovymi funkcemi, jako scitani Ci odcitani
vektorovych funkci, nasobeni vektorovych funkci realnym Cislem,
skalarni Ci vektorové nasobeni vektorovych funkci jsou ekvivalentni
s definicemi platnymi pro konstantni vektory.

Jako v pfipadé funkce jedné realné proménné muzeme i pro vektorovou
funkci jedné realné proménné r (t) = (x (t), y (1), z (t)), t € |, definovat limitu,
Spojitost a derivaci v bodé t, pomoci jejich soufadnic.

Definice:

Vektor r (t;) = (X (t), Y (ty), Z (ty)) nazveme hodnotou vektorove funkce r (t)
v bodeé t,.

Definice:

Rikame, Ze vektorova funkce r (1) = (x (1), y (1), z (t)), t € |, se blizi ke

konstantnimu vektoru ry = (X,, Yo, Zo) blizi-li se parametr t k bodu t,. PiSeme
lim r(t)=r,,

t—ty
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kde souradnice X,, Y,, Z, konstantniho vektoru r, jsou limitami realnych funkci
X (1), y (), z (t) pro hodnotu parametru t blizici se k bodu t,, napf.

v = lim x(t)y, =lim y(thz, =lim z(t)
tj t t t t t t

lim r () = (Iim X (t) im y(t),!im z(t)j.

t—)to t— tO —)to —>t0

Definice:

Vektorova funkce r (t) = (x (1), y (1), z (1)), t € |, je spojita v bode t,, jsou-li
v bodé t, spojité vSechny souradnice, tj. vSechny funkce x (t), y (t), z (t).

Definice:

Derivaci vektorové funkce r (t) = (x (t), y (t), z (t)), t € |, nazyvame vektoro-
vou funkci

rM=xMy® z@)tel

(pokud existuje).
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Poznamka:. Derivaci vektorové funkce je vektor, jehoz soufadnice jsou
derivacemi souradnic vektorove funkce.

Poznamka: Derivaci vektorove funkce r (t) v bode t, je
r(to) = (X (L), ¥ (to), 2 (to))-

Existuji-li derivace vektorové funkce r (t) pro kazdé t € | (I je definiCnim
oborem vektorové funkce), potom derivace r(t), t € I, je také vektorova funkce.
Derivace vektorové funkce r’(t) (pokud existuje) se nazyva druha derivace
vektoroveé funkce r (t) a znaCime ji r "(t).

Poznamka: Postupnym derivovanim ziskame derivace vysSich radua, tj. r "’ (b),
MO

Vzhledem ke skuteCnosti, ze souradnice vektorové funkce jedné realné
proménne jsou realné funkce jedné proménné, mohou byt vSechna pravidla
platna pro pocitani limit a derivaci realné funkce jedné promenné aplikovana pfi
poCitani s vektorovou funkci jedné realné proménné (resp. pfi pocitani s jejimi
souradnicemi).
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funkce a necht f (t) je realna funkce, kde t € I, potom
a) (r(®=xs () =ri(t)+s (),

b) (r(t)-s ) =r(t) s(t)+r(t) s

c) (rt)xs ) =r'(t) xs (t) +r (1) x s’(t),

d) @ -r (@) =f- r@®+f-r,

kde , - “ oznaCuje skalarni a , x “ oznacCuje vektorovy soucin.

Ma-li funkce u = ¢ (t) derivaci v bodé t = t, a ma-li vektorova funkce r (u)

derivaci v bodé u, = ¢ (t;), potom derivace slozené funkce r (¢ (t)) existuje
v bodé t,a plati




m

UrCete prvni a druhou derivaci vektorové funkce r (t) = (5 - cost, 5 - sin t, 2t),
t € (0, 2m), v bodé t, = n/2.

r(t)=(5-cost, 5 -sint, 2t)
rg=(-5-sint, 5 -cost, 2) — r'(t)=r)=(-50,2)

r’(t)=(-5-cost, -5 -sint 0) — r’(t)=r’(Z)=(0, -5, 0)

r'(m/2) =(-5, 0, 2)
-20




Kartézskou soustavou souradnic rozumime takovou soustavu souradnic, v niz
jsou souradnicove osy (obvykle oznaCované X, y, resp. z) navzajem kolme
pfimky se spoleénym prasecikem, ktery nazyvame pocatek soustavy
souradnic.

Na souradnicovych osach zpravidla volime shodné jednotky, v takovém
pripadé nazyvame soustavu souradnic A

ortonormalni souradnicovou soustavou. |
Jsou-li soufadnicoveé osy navzajem kolmé primky
a jsou-li alespon na dvou z nich zvoleny ruzné
jednotky, pak jimi urCenou soustavu souradnic
nazyvame ortogonalni soustavou souradnic.
Dvojice souradnicovych os tvofi soufadnicové x

roviny, tj. roviny (Xy), resp. (yz) a (xz).

'%
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Souradnice Xa, yA, za bodu A jsou vzdalenostmi bodu A po fradé od
soufadnicovych rovin (yz), (xz) a (xy).
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Polarni soustavou souradnic rozumime takovou soustavu souradnic v roving,
V niz jedna souradnice (obvykle znaCime r) udava vzdalenost bodu A roviny od
poCatku soustavy souradnic a druha soufadnice (bézné znalime o)
pfedstavuje uhel, ktery svira pruvodi¢ bodu A s kladnym smérem osy x. Tj.

soufadnice bodu A zapisujeme ve tvaru A [I; ¢].

A=(4;30°)
B'=1(2; 150%)
[

Vyuziti polarni soustavy souradnic: 4| te= @
u pohybu, pfi nichz se

- neméni vzdalenost bodu od po€atku soustavy )

souradnic (napr. pohyb po kruznici se stfedem v poCatku soustavy souradnic)

- méni vzdalenost bodu od pocatku soustavy souradnic s jednoduchou zavislosti
(napf. pohyb po spiralach — Archimédova spirala, logaritmicka spirala)




Sransformace polarnich souradnic na kartézské (v E2):

Polarni souradnice lze transformovat na kartézské souradnice pomoci rovnic
X=71"CO0S @

y =r1"-8in @,

kdere R} a ¢ € (0°,k-360°), k € Z.

Naopak je téZ mozné transformovat kartézské souradnice na souradnice
polarni, a to pomoci rovnic

@ = arctgZ pro ¢ € (0°,90°).

Poznamka: Pro dalsi intervaly je nutne zmeénit znaménko funkce arctg 2.



Briklad 1:
UrCete polarni souradnice bodu A, B a C s danymi kartézskymi souradnicemi

A[3, 0], B[4, 4], C[-6,0].

Reseni: A [3, 0°], B [4V2, 45°], C[6, 180°].

Priklad 2:

Jaké jsou pravouhlé souradnice bodu D, E a F s danymi polarnimi

soufadnicemi D [5, 30°], E [6, 90°] a F[8, 225°]

Reseni: A[22, %], B[O, 6], C[- 4V2 , - 4V2].
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Predstava kfivky k jakozto kinematicky vytvofené mnoziny bodu A
v prostoru E; vede k tomu, ze kazdému bodu A(t) kfivky lze priradit vektor
r) = At) — O (tzv. pruvodi¢ bodu). Pravodi¢ r(t) je vektor, ktery je svym
pocCateCnim bodem umistén do pocatku O soustavy souradnic a svym koncovym
bodem je umistén v bodé A(t) kfivky. Z toho plyne, ze pruvodiC r(t) ma stejné
souradnice jako bod A(t) krivky.

Lze shrnout, ze funkce r(t) je vektorovou
funkci popisujici krivku kK, tj. plati, ze

t—rit) >A@),tel.

Uvédomime-li si, ze kfivka k je vytvorena
koncovymi body proménného vektoru r(t),
muzZeme kfivku definovat nasledovné.

Definice:
Krivkou k nazveme mnozinu bodu A(t) = [x (t), y (t), z (t)], jejichz pravodice jsou
urceny vektorovou funkci r = r(t) = (x (), y (t), z (t)) definovanou na intervalu I.
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Poznamka: Rovnici r = r(t) = (x (t), y (), z (t) nazyvame vektorovou rovnici
kfivky k. Jejim rozepsanim na tvar

X =X (1)
kKiy=y(),tel,
z=12z(t)

ziskavame parametrické rovnice krivky K.

Cislo t € | se nazyva parametr bodu A (t) kfivky k. O funkcich x (t),
y (t), z (t) predpokladame, ze jsou spojité v intervalu | a Zze maji derivace
alespon prvniho radu. \

Kruznice v roviné z = 0 se stfedem v poCatku souradnico-
vého systému a s polomérem R je urCena parametrickymi
rovnicemi

ki x=R-cost,te {0, 2n),
y=R -sint
z=0
a tedy vektorovou funkcir =r(t) = (R - cost, R - sint, 0), t € (0, 2n). Parametr t

predstavuje odchylku jednotkového vektoru i na ose x a vektoru OM pro bod M
na kruznici K.
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Graf explicitné zadané funkce y = f (x), x € D (f), lze parametrizovat takovym
zpusobem, Ze za parametr bodu na této kfivce zvolime jeho x-ovou souradnici.
Parametrické rovnice krivky k jsou pak tvaru

ki x=t, teD(f),

y=1()
z=0
a krivka k je urCena vektorovou funkci r = r(t) = (t, f (t), 0), t € D (f).

Lze shrnout, Ze geometricky vyznam parametru muze byt rizny. Napf.
u kruznice byl parametr t odchylkou dvou vektort a u grafu explicitné zadané
funkce x-ovou souradnici bodu krivky. Dale Ize konstatovat, ze vektorova
rovnice krivky zavisi na parametrizaci kfivky, ale i na volbé soustavy souradnic.
Na druhou stranu kfivka sama, ani jeji tvar nezavisi ani na zpusobu
parametrizace a ani na volbé soustavy souradnic.



Priklad 3.2:
Uzitim vektorové funkce zapiste nasleduijici krivky:
a) pfimkua: x=-5+6t, teR

y=1+3t .
z=4-7t !

r(t)

b) Sroubovicis: x=8-cost,t € (0, 4n)
y=8-sint
z =3t

(-5+6t,1+3t,4—-7t)tcR

r) =(8-cost, 8-sint, 3t),t € (0, 4n)

C) parabolup: y=x?+2x+1
r(t)=(t t?+2t+1,0)teR




Vektorova rovnice krivky zavisi
* na parametrizaci kfivky;,
* na volbé soustavy souradnic.

Naopak kfivka, ani jeji tvar nezavisi na zpusobu parametrizace, ani na volbé
soustavy souradnic.
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Predpokladejme, Ze kfivka k prochazi bo-
dem M, pak existuje hodnota t, parametru t tak,
ze plati r (ty) = M.
Necht' | €(a, b), potom bod r(a) = A nazyva-
me pocateénim bodem kfivky k a bod r (b) = B
jejim koncovym bodem. Rikame, Ze kfivka k
spojuje bod A s bodem B a ze body AaB jsou
jeji koncové body.

Oteviené krivky (nebo téz oblouky) jsou takové krivky, které maji koncove
body. Na druhou stranu uzaviené krivky nemaji zadné koncové body. Napr.
uzaviena krivka je transformaci uzavieného intervalu | € (a, b), v némz obrazy

koncovych bodu splyvaiji.

Krivka, jejiz vSechny body lezi v roviné, se nazyva rovinna krivka.
V opaéném pripadé hovofime o kfivce prostorové.
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Krivku nazyvame jednoduchou, jestlize pro vSechny parametry t;, t, € I,
kde t; # t,, plati, ze r (t;) # r (t,). Tzn., Ze jednoducha krivka neprotina sama
sebe.

Krivku k danou vektorovou funkci r (t), t € I, nazyvame hladkou krivkou
na intervalu |, jestlize prvni derivace r’(t) vektorové funkce r (t) je spojita
na intervalu I.

Necht hladka kfivka k je urCena vektorovou funkci r = r (), t € I, pak jeji

body, pro které plati, ze r’(t) #0 nazyvame regularni body.
rt) =0 singularni
Body hladké kfivky k, ve kterych jsou definovany prvni a druhé derivace jeji
vektorové funkce (rdzné od nuly) a pro které plati r"’(t) =c-r’(t), c e R,
r’(t) # c-r(t,
nazveme inflexni body.
neinflexni



t

uzlovy bod bod vratu 1. druhu  bod vratu 2. druhu inflexni bod

Priklad 3.3:

UrCete singularni body kfivky (cykloidy) dané jeji vektorovou rovnici
rt)=(»2t—2-sint,2—-2-cost 0),teR.

r(t)=(2t-2-sint,2-2-cost,0)
r'(t)=(2-2-cost,2-sint,0)=(0,0,0)
2-2-cost=0 < cost=1 = t=2kr, ke’
2.sint=0 < sint=0 = t=kzx, keZ
0=0

} =S Do aleie



k=0 .. t=0 ... S,[0,0,0]

k=1 ... t=2z ... S,[4x,0,0]
k=2 .. t=4z .. S,[8%,0,0]
k=3 .. t=6z .. S,[12#,0,0]

6
5

r(t) 4
: S

2 .......................... . ...........................................................................................................................................................................
k
=21 - = m 2m 3m am 5m em 7 8m am 101 1 12m 13m
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Priklad 3.4:

Kfivka je dana svou vektorovou rovnicir (t) = (t>, t4—1t,0),t € R.
a) Dokazte, Ze vSechny jeji body jsou regularni.

b) Rozhodnéte, zda jsou body M (0), N (1) inflexni.
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HE= 2 F - £0) R
r'(t)= (5%, 4t* —1,0)= (0,0, 0)
5t* 20 A 4t° -1£0
t+0 N ti'{/} 2

&_\/_/
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b) r(t)=(t5t*-t,0) teR

r'(t)=(5t*, 4t° —1,0) N
r'(t) = (203, 1212, 0)

M (O): r (O) = (O, —1, 0)} = r"(O) = r'(O) —~ M (O)
r ! M je inflexni bod
r'M)=4-r(1) = N(1)
N je inflexni bod

//

——




VySe jsme zminili geometricky vyznam 1. a 2. derivace vektorove funkce
r(t) pro klasifikaci bodu kfivky, nyni jeSté uvedeme geometricky vyznam
1. a 2. derivace vektoroveé funkce r (t) pro parametrizaci krivky.

Geometricky vyznam parametru muze byt rizny. Jednu a tutéz kfivku Ize
urCit rdznymi vektorovymi funkcemi, napf. vektorovou funkci r = r (t), t € I,
anebo také vektorovou funkci s = s (u), u € J. Potom bod M kfivky k ma
v danych parametrizacich parametry t,, u, a plati:

1. je-li bod M v obou parametrizacich regularnim bodem, pak vektory r’(t,),
s’(up) jsou rovnobézné a existuje jedina primka, ktera prochazi bodem M
a je s témito vektory rovnobézna;

2.je-li bod M v obou parametrizacich

regularnim neinflexnim bodem, pak w

vektory r’(ty), r”’(ty), s’(ug), s”(uy) jsou

komplanarni. Tj. existuje jedina rovina,

ktera prochazi bodem M a je s témito
vektory rovnobézna.
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Definice:

Necht je kfivka k dana vektorovou rovnici
r=r@) =(xx@),y(@®,z(@), tel, a necht
bod M (t,) je regularnim bodem krivky Kk,
tj. plati pro ng r’(ty) #0. TeCnu v bodée
M (t,) kfivky k definujeme jako limitni
polohu seCny MP, kde P je bodem kfivky k
pro hodnotu parametru t.

SecCna MP kfivky k je urCena body M (t;) a P (t) lezicimi na kfivce k a je
rovnobézna s vektorem r(t) - r(ty), a tedy i s kazdym nenulovym nasobkem
vektoru r(t) - r(ty). Tj. i s vektorem

sl Gl r(t)-rlty) [X (t)- x (to)’ y(t)-y (to)’ z(t)-z (to)].

Eii B (=gl et e
Vektor s(t) je hodnotou vektorove funkce, jejiz limitou pro t — t, je vektor

r'(ty). Plati tedy, ze
t(t,)=lim s(t)= lim r{)-r 0( o) _ [hm M lim y(tt)_;/(t"), lim z(tt)—z(to)]_

t-tg t-t s

= (x'(ts) y'(ts) 2'(t)) = ¥'(ts) = 0
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TeCnou t krivky k v jejim regularnim bodé M(t,) je tedy primka rovnobézna
s vektorem r’(t).

Definice:

V regularnim bodé M (t;) krivky k dané vektorovou rovnici r = r(t) =
=X (@®),y @),z (@)t el existuje pravé jedna teCna této kfivky. Vektor t =r’(t,)
je smérovym vektorem této teCny a nazyvame jej te€nym vektorem kfivky k.

Poznamka: Regularni bod M (t,) je bodem dotyku teCny s krivkou k.

Definice:

Kazda primka vedena regularnim bodem M (t,) krivky k kolmo k teCné se
nazyva normala.

Definice:

VSechny normaly v bodeé M (t,) krivky k tvofi svazek primek v tzv. normaloveé
rovineg, tj. v roving, ktera prochazi bodem M (t,) krivky kolmo k tecné t.




~  Piiklad 3.5:

Napiste parametrické rovnice teCny p v bodé t, = 1 ke krivce k, ktera je dana
vektorovou rovnici r (t) = (t2,t,t4),te R.

r(t)=(t26t*) = r(t,)=r(1)=(111)

r(t)=(21,14t%) = r(t,)=r(1)=(214)

p:x=1+2s, seR
y=1+s
z=1+4s




